
BAND Sa ZEITSCHRIFT FÜR NATURFORSCHUNG HEFT 9 

Wechselwirkung zwischen Nukleonenbewegung 
und Oberflächenschwingungen der Kerne beim Kernphotoeffekt 

V o n A . R E I F M A N * 

Aus dem Max-Planck-Institut für Physik, Göttingen 
(Z. Naturforschg. 8a. 505—522 [1953]; eingegangen am 6. Mai 1953) 

Es wird ein Modell benutzt, bei dem die Nukleonen in einem Potentialtopf keine direkte 
Wechselwirkung untereinander haben, sondern die Wechselwirkung nur durch Oberflä-
chenschwingungen des Kerns vermittelt wird. Dies bewirkt eine gleichmäßige Verteilung 
der Anregungsenergie im Kern. Zunächst werden die Eigenschaften dieses Modells für 
nichtstationäre Probleme ausgearbeitet. Die dann folgende Anwendung des Modells auf 
(y, n)-Prozesse hat zwei Hauptergebnisse: Erstens (Teil I) gestattet der Mechanismus der 
Kopplung mit den Oberflächenschwingungen, die für das Verständnis der (y, n)-Prozesse 
wichtigen Resonanzbreiten (Lebensdauer) — in befriedigender Übereinstimmung mit dem 
Experiment — zu berechnen. Zweitens (Teil II) folgt aus der Vorstellung unabhängiger 
Nukleonen, daß die oft diskutierte Frage nach Resonanzen positiv zu beantworten ist. 
Die Resonanzen werden berechnet und stimmen sowohl mit den Experimenten als auch 
mit den phänomenologischen Modellen überein. 

Te i l I 1 

In der bekannten Methode von T h o m a s - F e r m i 

für die Behandlung von Fermion-Problemen wird 
angenommen, daß jedes Teilchen sich unabhängig 
von den anderen bewegt, und der Effekt der Wech-
selwirkung wird durch ein gemitteltes Feld (z. B. 
dargestellt durch einen Potentialtopf) ersetzt. Ob-
wohl diese Methode für Atome sehr erfolgreich ist, 
wird man zunächst erwarten, daß die Anwendung 
auf Kerne wegen Vernachlässigung der Wechselwir-
kung zwischen den Nukleonen keine guten Ergeb-
nisse liefert. Aber trotzdem hat man mit der An-
wendung dieser Methode (Modell der unabhängigen 
Teilchen) sehr gute Erfolge erzielt . Insbesondere hat 
ihre Verfeinerung durch die Einführung der Spin-
Bahn-Kopplung (Schalen-Modell) außerordentlich 
gute Ergebnisse bei der Berechnung der Grundzu-
stände, der magnetischen Momente, des /^-Zerfalls 
usw. geliefert. Dieses Modell setzt voraus, daß Zu-
sammenstöße zwischen Nukleonen sehr selten sind. 

Um diesen Punkt klarer zu erkennen, betrachten 
wir die Kernmaterie vom statistischen Standpunkt 
aus und fragen, ob ein Modell, in dem es wenig Zu-
sammenstöße zwischen den Nukleonen gibt, viel-
leicht wegen der Fermi-Statistik besser ist, als man 

* Ann Arbor, Michigan, USA. 
1 Während des Entstehens dieser Arbeit wurde in 

einer Veröffentlichung von A. Bohr , Dan. Mat. Fys. 
Medd. 26, No. 14 [1952], ein Modell eingeführt, das im 
Prinzip dieselben Züge aufweist, wie das von uns in 
Teil I behandelte. Während Bohr die Eigenschaften 

anschaulich erwarten sollte2. T o m o n o g a 3 hat bei 
einem Fermi-Gas, bestehend aus Protonen und Neu-
tronen, die Zähigkeit und Wärmeleitfähigkeit der 
Kernmaterie berechnet. Die Transportkoeffizienten 
werden wie üblich ausgerechnet, und er findet, daß 
die mittlere freie Weglänge umgekehrt proportional 
zum Quadrat der Temperatur ist. Bei normalen 
Kerntemperaturen (T ~ 2 MeV) bekommt man da-
mit eine sehr große Zähigkeit . Tomonoga folgert dar-
aus, daß für eine solche Kernmaterie jede Schwin-
gung (T ~ 2 MeV) aperiodisch gedämpft sein muß. 
Dieses Ergebnis gilt für ein sehr großes Volumen von 
Kernmaterie, in dem die mittlere freie Weglänge der 
Nukleonen klein gegenüber den Lineardimensionen 
dieses Volumes ist und daher die Transportkoeffi-
zienten ihre übliche Bedeutung haben. Im Gegen-
satz dazu sind die Radien fast aller Kerne bei nor-
malen Temperaturen (T < 2 MeV) klein gegenüber 
der Weglänge, die Tomonoga ausgerechnet hat, und 
das Proton-Neutron-Gas muß daher mehr als ein 
,,Knudsen-Gas" betrachtet werden, in dem haupt-
sächlich nur Zusammenstöße mit der Gefäßwand 
stattfinden. 

Die mittlere freie Weglänge für ein Fermi-Gas bei 
tiefen Temperaturen ist nämlich viel größer als der 
klassische Wert ), ~ 1/NQ. Wegen des Pauli-Prinzips 

dieses Modells für stationäre Probleme untersucht 
(Kernmoniente), wird hier die Anwendung auf nicht 
stationäre Fälle ausgearbeitet (Kernphotoeffekt). 

2 V. W e i ß k o p f , Science 113, 10t [1951]. 
3 S. T o m o n o g a , Z. Physik 110, 573 [1938]. 
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können nur solche Nukleonen zusammenstoßen, die 
sich in Zuständen des Schwanzes der Fermi-Vertei-
lung befinden, und sie können dabei nur in Zustände 
der gleichen Art übergehen. Der Teil des Impuls-
raumes, der dem Schwanz entspricht, ist eine Ku-
gelschale vom Radius (Pmax) und der Dicke (zl P). 
Die mittlere freie Weglänge wird daher nach Tomo-
noga größenordnungsmäßig: 

^ F. B. / zl P \2 klass- \ kT • 
N Q ( p — ) 

\ r max / 

Nach Tomonoga ist der effektive Stoßquerschnitt 
für Impulstransport, der für die Zähigkeit maßge-
bend ist, Q ^ 0,01 barn. Für normale Kerntempera-
turen (T ~ 2 MeV, starke Entartung) ist die Weg-
länge daher immer größer als die Kerndimensionen 
und wird am absoluten Nullpunkt unendlich groß 
(für T ~ 2 MeV größenordnungsmäßig ?. ~ 10 • 10~13 

cm). 
In Wirklichkeit sind im Falle des entarteten Ga-

ses auch am absoluten Nullpunkt nicht genau alle 
Zustände bis zum Maximalimpuls besetzt. Die ge-
genseitige Wechselwirkung der Teilchen unterein-
ander erzeugt Übergänge von Zuständen unterhalb 
des Maximalimpulses zu Zuständen oberhalb des 
Maximalimpulses und verschmiert daher die Im-
pulskugel in der Nähe des Maximalimpulses. Dieser 
Effekt wurde von W a t a n a b e 4 untersucht, und es 

• hat sich dabei gezeigt, daß diese Verschmierung für 
manche Zwecke als eine „Temperatur" von der Grö-
ßenordnung 4 bis 7 MeV interpretiert werden kann. 
In Wirklichkeit ist diese Temperatur wahrscheinlich 
noch zu hoch. Aber auch mit dieser Temperatur 
hätte die mittlere freie Weglänge noch die Größen-
ordnung der Kernradien. 

Wir sehen also, daß das Modell der unabhängigen 
Teilchen auf niedrig angeregte Kerne anwendbar ist. 
Das bedeutet auch, daß die Nukleonen häufiger mit 
der Kernoberfläche als untereinander zusammensto-
ßen, d. h. eine Art „Knudsen-Gas" bilden. Nach die-
sen Überlegungen wird die Wechselwirkung zwi-
schen den Nukleonen im wesentlichen durch die 
Kernoberfläche vermittelt. Ähnliche Verhältnisse 
liegen z. B. für das Fermi-Gas der Metallelektronen 
vor, wenn man eine dünne Metallplatte betrachtet, 
deren Durchmesser nur einige Gitterabstände be-
trägt. 

Wir führen nun ein Modell ein, das diesen Ergeb-
nissen gerecht wird.Wir benutzen ein Potentialtopf-

4 S. W a t a n a b e , Z. Physik 118, 482 [1939]. 

Modell, bei dem im Innern des Potentialtopfes auf 
die Nukleonen keine Kräfte ausgeübt werden (Mo-
dell der unabhängigen Teilchen). Allein die Ober-
flächenschwingungen der Kerne können auf die Nu-
kleonen Kräfte übertragen. Die Schwingungen der 
Kernoberfläche sind nichts anderes als die von B o h r 
und W h e e l e r studierten Oberflächenschwingungen. 

Wir haben in unserem Modell zwei verschiedene 
und scheinbar entgegengesetzte Standpunkte ver-
knüpft. Der eine ist das Modell der unabhängigen 
Teilchen, wo die Wechselwirkung zwischen den Nu-
kleonen vernachlässigt wird, und der andere ist das 
Bohrsche Tröpfchen-Modell. Die Wechselwirkung 
zwischen den beiden Arten von Freiheitsgraden 
wird durch die Kopplung der Nukleonen mit der 
Oberfläche dargestellt. 

Mit dem Modell der unabhängigen Teilchen allein 
können wir die schnelle Einstellung der Gleichver-
teilung zwischen allen Nukleonen-Freiheitsgraden 
nicht erklären. Aber durch die Wechselwirkung der 
Nukleonen mit den Oberflächenschwingungen er-
gibt sich das sofort. Die Oberflächenschwingungen 
verteilen die Energie der Kernbewegung auf alle 
Nukleonen-Freiheitsgrade, wie in der Blochschen 
Theorie der Metallelektronen durch die Gitter-
schwingungen geordnete Elektronenbewegungen in 
ungeordnete umgewandelt werden. 

Wir haben gerade bemerkt, daß eine gewisse Ana-
logie zwischen diesem Modell und den Elektronen 
im Metall besteht, aber es gibt einen sehr wichtigen 
Unterschied. Im Metall sind die Gitterschwingun-
gen durch das Gitter gegeben und in erster Nähe-
rung unabhängig von den Elektronen. Aber in die-
sem Modell rühren die Oberflächenschwingungen 
von der makroskopischen Fermi-Gasbewegung her, 
die man durch ein Geschwindigkeitspotential be-
schreibt. Die Beziehung zwischen dieser makrosko-
pischen Bewegung und der mikroskopischen Be-
wegung der Nukleonen kann man mit der Fermi-
Verteilung (/) schreiben: 

»makro = ~ J £< / d Ii • 

Es ist also die makroskopische Geschwindigkeit 
t'makro, die für die Oberflächenschwingungen ver-
antwortlich ist, eine Mittelung über die Nukleonen-
geschwindigkeiten £f. Die Wechselwirkung dieser 
Schwingungen mit den Nukleonen stellt eine Art 
Selbstenergie dar. 

Dieses Modell kann auf verschiedene Probleme 
der Kernphysik angewandt werden1, z .B . auf die 
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Berechnung der Lebensdauer angeregter Zustände, 
die zu den verschiedenen Kernreaktionen gehören. 
Wir wollen es hier auf das Problem der (y.n)-Reak-
tion anwenden, das vor kurzem viel diskutiert wurde 
besonders in bezug auf die Frage, ob dieser Prozeß 
ein Resonanzeffekt ist. Weiter wollen wir versuchen, 
die Dämpfung (Resonanzbreite) mit Hilfe dieses 
Modells zu erklären. 

Diese Arbeit besteht aus zwei Teilen. Im ersten 
Teil wird das Modell ausgearbeitet und die Lebens-
dauer eines Nukleonenzustandes aus den Oberflä-
chenschwingungen berechnet. Hierzu wird eine 
Quantisierung der Oberflächenschwingungen ausge-
führt und die Wechselwirkung der Nukleonen mit 
diesen Schwingungen betrachtet. 

Im zweiten Teil wird das Modell auf die (y, n)-
Prozesse angewandt und der y-Querschnitt ausge-
rechnet, wobei sich der beobachtete Resonanzeffekt 
ergibt. 

1. O b e r f l ä c h e n s c h w i n g u n g e n 
Zur Behandlung des wohlbekannten Problems 

der Schwingungen eines inkompressiblen Flüssig-
keitströpfchens vom Radius R folgen wir der üb-
lichen Methode5-6 '7 , die darin besteht, daß das 
Geschwindigkeitspotential 0 und die Radikalde-
formationen 5 (r) zunächst nach Kugelfunktionen 
entwickelt werden. 

&='Zßtmr>Ylm(ö,<p), (1) 
l, m 

&(r) = r - R = ]?almYlm(6,<p); (2) 
l, m 

hierbei gilt alm = l ßlm Rl~l. 

Die kinetische und potentielle Energie des Tröpf-
chens läßt sich durch die Entwicklungskoeffizienten 
ausdrücken, und man erhält als Hamilton-Funk-
tion 

a 
H sp f <*lm 

£ 2 U T VI 
+ <»! Vi Vi 1 (3) 

AM 
Hierbei ist fi = qR3 = ^ — ; g = Dichte: M = Masse; 

/ 3 71 

A = Nukleonenzahl, 

« I = I -\ 0 
l(l—l)(l + 2) 

(4) e R3 

a = Oberflächenspannung. 
Nach dem Übergang zur Quantenmechanik be-

stehen die bekannten Vertauschungsrelationen: 

5 H. A. Bethe , Rev. mod. Phvsics 9, 86, 223 [1937]. 
6 S. F lügge , Ann. Physik 39, 373 [1943]. 
7 M. Nogami , Prog. Theor. Physics 3, 363 [1948]. 

l&lm > <*/'»«'] — \Ö-lm > .'] = iH-—-Öirdmm-. (5) 
i1 

Nach Einführung neuer kanonischer Variablen 
durch die Transformation 

<*Im ! 1/ * 1 
KT - 1 ]/ /iw l V2 

*lm 1 \ /»fi», 1 
KT ~ 1 \ V V2 

(Ulm + a-l-m) , 

(alm ~~ a-l-m) > (ß) 

nimmt die Hamilton-Funktion folgende Form an: 

h = 2 n ° h üim + ^ ' 
l, m 

wo die a, a* die Rolle von Vernichtungs- und Erzeu-
gungsoperatoren spielen. Wir können die Oberflä-
chendeformation jetzt in folgender Form aus-
drücken : ^ 

d {r) = 2 fe- I:«!» Ylm V) + alm Ylm 
l,m " 1 

Die Knotenzahlen l, m sind mit dem Drehimpuls 
verknüpft. Dies findet man leicht durch die übliche 
Methode, wenn man den Drehimpuls des Tröpfchens 
als Integral über das Volumen ausdrückt. 

M = J [ r x ^ J d r , (9) 

worin der Impuls p = QV mit v = grad 0. Wegen 
der Inkompressibilität des Volumens (divv = 0 und 
rot v — O) verschwindet in dem obigen Ausdruck 
das Integral über das ungestörte Volumen und nur 
das Gebiet zwischen R und R + ö (r), also nur die 
Oberfläche, liefert einen Beitrag zum Drehimpuls 
des Tröpfchens. 

Mit Hilfe der früheren Entwicklung lassen sich 
jetzt die üblichen Operatoren für die Behandlung 
des Drehimpulses — M2 und Mz — durch die Grö-
ßen a, a* ausdrücken. In dem Spezialfall, daß nur 
eine Schwingung l, m angeregt ist, kann man M- wie 
folgt schreiben: ^o ) 

AP = *« 2 1(1 + 1) alm alm = %* 2 l (l + 1) Nlm . 
I, m l, m 

Wenn man die Bedingung weiter spezialisiert, so 
daß der Zustand l, m nur mit einem Quant besetzt 
ist, nehmen die Operatoren Mz und M2 die Gestalt 
der normalen Drehimpulsoperatoren an: 

Mz = %m , AI2 = 1(1+1) h2. (11) 

Wir sehen also, daß die Oberflächenquanten (Bo-
sonen) nur dann in einfacher Weise Zustände von 
Drehimpulsen darstellen, wenn lediglich ein Quant 
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im Zustand l, m vorhanden ist. (Dann verhalten 
sich / und m wie Eigenwerte der Drehimpuls-Opera-
toren.) 

Diese Interpretationen werden wir später be-
nutzen, um die Oberfläche durch Zustände von Dreh-
impulsen zu charakterisieren.Wir werden nur solche 
Fälle betrachten, bei denen die obige Bedingung er-
füllt ist, d. h. wir beschränken uns auf den Fall 
schwacher Kopplung. 

2. W e c h s e l W i r k u n g s e n e r g i e 

Wir wollen jetzt die Wirkung der Oberflächen-
schwingungen im Modell der unabhängigen Teilchen 
untersuchen. Durch die Oberflächenschwingungen 
wird die Randbedingung der Schrödinger-Gleichung 
geändert ; das bedeutet eine Störung der Wellen-
funktionen und der Eigenwerte. Diese Änderung der 
Eigenwerte gibt die gesuchte Wechsel wirkungsener-
gie zwischen einem Teilchen und den Oberflächen-
schwingungen. 

Die Störungs-Energie ist natürlich abhängig von 
der Form des Potentials, das wir für die unabhängi-
gen Teilchen ansetzen. Für unsere Rechnung neh-
men wir der Einfachheit halber einen zunächst ku-
gelförmigen Potentialtopf vom Radius R mit un-
endlich hohen, d. h. undurchdringlichen Wänden an. 
Für einen solchen Topf wird die Grenzbedingung 
sehr einfach: die Wellenfunktion muß am Rand ver-
schwinden. Die Lösung der Einteilchen-Schrödin-
ger-Gleichung gibt in diesem Fall 

w (r, &,(p) = R (r) • Y (0, <P) , 

wobei R [kr) = NJl + % (kr), Jl+Vi (kr) = 0. 

Die Eigenwerte sind gegeben durch die Nullstel-
len der halbzahligen Bessel-Funktionen. 

Berücksicht man die Oberflächenschwingungen, 
so verändern sich die Eigenwerte, außerdem werden, 
wenn die Schwingungen nicht als unendlich lang-
sam aufgefaßt werden können, Übergänge hervor-
gerufen. 

Wegen der Oberflächenschwingungen müssen die 
Wellenfunktionen y (r, 9?) jetzt auf einem neuen 
zeitlich veränderlichen Rand verschwinden. Statt 
y — 0 für r = R schreiben wir jetzt: 

tp = 0, r = R + ?.d(r), 

8 L. Br i l l ou in . C. R. hebd. Seances Acad. Sei. 204, 
1863 [1937]. 

9 Es bat zunächst den Anschein, als ob bei Anwen-
dung dieses Operators auf die Wellenfunktionen eine 

wo d (/ ) nach Kugelflächenfunktionen entwickelt ist 
und die Radialverschiebung von der ungestörten 
Grenze R darstellt. Die Verschiebung / • <3 (r) wird 
als infinitesimal betrachtet. 

Wir benutzen eine von B r i l l o u i n 8 angegebene 
Methode zur Behandlung einer Schrödinger-Glei-
chung mit gestörter Randbedingung. Hierzu führen 
wir einen Operator S ein, der eine Verschiebung der 
Wellenfunktion von der ursprünglichen Grenze R zu 
der deformierten Grenze R - f -1 ö (r) bewirkt. 8 ist 
nicht singulär, so daß existiert. Durch diese 
Transformation werden wir das Problem in eine 
Form bringen, in der wir es mit der normalen Schrö-
dingerschen Störungstheorie behandeln können. 

Wir definieren den Verschiebungsoperator so 9, daß 

3 , ö (r)2 ( 8 \2 
8=1 — + + . . . . (12) 

Durch Benutzung dieses Operators läßt sich die 
Störung der Grenze auf eine Störung der Hamilton-
Funktion zurückführen. 

Diese Störung 

H' = H08 - H0 (13) 

entspricht der Wechselwirkungsenergie der Teilchen 
mit der Oberfläche. 

Man kann jetzt die gewöhnliche Schrödingersche 
Störungstheorie anwenden und findet in erster Nähe-
rung für die Matrixelemente der Störung, 

Kr = hl' 0 > SJ V* dr mit S, = ö (r) . (14) 
V 

Dieser Ausdruck läßt sich mit Hilfe des Green-
schen Theorems umformen, 

Hkk- = (Ek, - Ek) J v v V* d r 
V 

n2 c 8 wi 
- 2 7 J < 1 5 ) 

F 
Mit Benutzung der expliziten Form des Operators 
nehmen die Diagonalelemente folgende Gestalt an: 

=4" w J 7 ^ 6 { r ) Y ^ d f ( iG) 
F 

wo Ti1 k2/2M = E der Eigenwert des ungestörten 
Problems ist. 

Für die Nicht-Diagonalelemente folgt 

Singularität am Ursprung entsteht. Eine genauere Be-
trachtung mit Hilfe einer Glättungsfunktion zeigt je-
doch, daß sich dieser Umstand nicht auf die Resultate 
auswirkt. 
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R 

H'k v = {Ek. — Ek) j* B (k'r) J2 (*r) d r 
o 

F 

~ ^ " W " j 6 (r) 7 d / (17) 

F 
und mit Hilfe der asymptotischen Entwicklung er-
hält man näherungsweise 
für (I ± V) ungerade 

4 h2kk' C 
H'k k> = - -g ] y , ' ( # ' , ( 3 (r) r f c (&,<p) d / 

F 
für (l All') gerade 

F 
Im folgenden betrachten wir einfachheitshalber 

den Fall, wo der erste Term auf der rechten Seite 
von Gl. (17) verschwindet, und später erst führen 
wir den Faktor ein, der durch l, V und n, n' bedingt 
ist. 

3. Ü b e r g a n g s W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n 

Nachdem die Wechselwirkungsenergie ausgewer-
tet ist, können wir die Quantisierung der Gesamt-
Hamilton-Funktion vornehmen. Diese besteht aus 
der Hamilton-Funktion für ein Einzel-Nukleon im 
Potentialtopf (H T ) , der Oberflächen-Hamilton-
Funktion (Hv ) und der Wechsel wirkungs-Hamilton-
Funktion (H'): 

U2 C 
J r ^ W r , (m 
V 

tt i" V / i%*lm i 2 01Im <*l»i\ 
v = \TF vT 0)1 TT vT)' (19) 

H ' = I (20) 
k' w - i 

Der einzelne Summenterm von H' stellt die Wech-
selwirkung zwischen einem Nukleon und der Ober-
fläche dar. Er ist proportional dem Impuls im An-
fangszustand k und im Endzustand k' des betreffen-
den Nukleons und enthält als zweiten Faktor ein 
Integral, in dem die Koordinaten der Oberfläche 
und die Wellenfunktion des Nukleons auftreten. Die 
Wechselwirkung entsteht durch den Austausch von 

Drehimpuls zwischen dem Nukleon und der Ober-
fläche. 

Die Einführung dieser Kopplung zwischen Nu-
kleon und Oberfläche scheint zuerst etwas proble-
matisch, da es schließlich die Nukleonen selbst sind, 
die die Oberflächenschwingungen erzeugen. Jedoch 
entsteht die Oberflächenschwingung nicht durch die 
Bewegung eines einzelnen Teilchens, sondern durch 
die gemittelte Bewegung aller Teilchen, wie in der Ein-
leitung diskutiert wurde. Unser Bild steht demnach 
ungefähr in Analogie zu der Hartreeschen Methode 
in dem Sinne, daß die Teilchen in Wechselwirkung 
mit einem gemittelten Feld treten. Von diesem 
Standpunkt aus ist die Einführung einer solchen 
Kopplung plausibel. 

In Abschn. 1 wurde gezeigt, daß das quantisierte 
Hv formal identisch ist mit der Energie einer Ge-
samtheit freier Bosonen 

H¥ = 2 Kmi (Nim + y ) , wo Nlm = aa* . (21) 
l, m ^ " ' 

Ht wurde bis jetzt nicht in quantisierter Form dis-
kutiert, aber es ist klar, daß die Quantisierung solch 
einer Hamilton-Funktion zu einer Fermionen-Ge-
samtheit führt mit antivertauschbaren Operatoren 
b,b*. D i e t ' s in Gl. (18) werden dann nach stationä-
ren Wellenfunktionen mit den b's als Koeffizienten 
entwickelt: 

y(r,#,<p) = ]>]bl(t)ul(r,&,<p), (23) 
i 

y>* (r,&,<p)=2ibl(t)ur(r,#,<p). (24) 
r 

Für die b's gelten die Anti-Vertauschungsrelationen: 

[K &/']+= [K, &;<]+= O , [bu br\ = ölv . (25) 
Den quantisierten Ausdruck für die Nukleon-

Hamilton-Funktion kann man dann in der wohlbe-
kannten Form schreiben: 

i i 
Wie früher die Operatoren (a, a*), sind jetzt die 

(b, b*) „Erzeugungs"- und ,,Vernichtungs"-Opera-
toren, die auf die Zustandsvektoren 

V (h . . . l k . . .) (27) 
wirken, wo die l's die Quantenzahlen der besetzten 
Nukleon-Zustände sind. 

Unter Benutzung der Entwicklungen Gl. (23), (24) 
und des quantisierten Ausdrucks für ö (r), Gl. (8), 
erhalten wir für den Wechselwirkungsanteil der Ha-
milton-Funktion Gl. (20): 
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H' 
v 2 h2kk' 

2 M 

• E l / -
L,M v 

LK 

Hh 
Ln 

2 fia>L 1 nLM ' C (l> m;L,M; I', (29) 

2 0JL I vim <p) Wlm Ylm + «Li/ ^L.Y/J 
r ' b rv r m . (P ,<pr )dQ , (28) 

wo wir jetzt die Drehimpulse der Oberflächenquan-
ten, Gl. (11), mit L, M bezeichnen und l, m für die 
Nukleonen-Zustände benutzen. 

Damit haben wir die gesamte quantentheore-
tische Hamilton-Funktion angegeben. Die Wechsel-
wirkung H' enthält Glieder mit den a's und b's. 

Explizit können wir W als Produkt von Fermio-
nen- und Bosonen-,,Funktionalen" schreiben. For-
mal sieht das Problem der Wechselwirkung zwischen 
Nukleonen und Oberflächenschwingungen hier fast 
genau so aus, wie das der Wechselwirkung zwischen 
Elektronen und Gitterschwingungen im Metall. 

Die Matrix-Elemente der zeitabhängigen Stö-
rungstheorie für Übergänge des Gesamtsystems er-
hält man aus Gl. (28) durch Wirkung der a's und b's 
auf die Zustandsvektoren mit Benutzung der Ope-
rator-Eigenschaften und der Orthogonalitäts-Be-
(lingung. 

Für einen Absorptionsprozeß beschreiben wir den 
Anfangszustand durch W (nL M , l) und den Endzu-
stand durch ¥ (nLM — 1,1'). W ist jetzt ein Zustand 
des Gesamtsystems mit nLM Oberflächenquanten 
im Zustand L, M und einem Nukleon im Zustand l. 
Andere Quanten und Nukleonen sind auch vorhan-
den, nehmen aber nicht an diesem Prozeß teil. Der 
Absorptionsprozeß besteht aus der Vernichtung 
eines Oberflächenquants im Zustand L, M, der Ver-
nichtung eines Nukleons im Zustand l, und der Er-
zeugung eines Nukleons im Zustand V. Wenn wir 
jetzt H' auf diese Anfangs- und Endzustandsvekto-
ren anwenden, erhalten wir für die Matrixelemente 
der Absorption: 

wo C die Wechselwirkungsenergie zwischen der 
Oberfläche und den Nukleonen bedeutet. Es ist 

tj'2 hb' C 
c = - 2 w Ylm (&, cp) Y l m ( 0 , 0 ) YVm. ( # > ' ) d Q. 

f (30) 
Für einen Emissionsprozeß beschreiben wir den 

Anfangszustand durch W (nLM, V) und den End-
zustand durch ¥ (nL M -j- 1, /) . Hier besteht der 
Prozeß aus der Erzeugung eines Oberflächenquantes 
im Zustand L, M, der Vernichtung eines Nukleons 
im Zustand l' und der Erzeugung eines Nukleons im 
Zustand l. Für diese Emissions-Matrixelemente er-
halten wir: 

2 1 m r ( 3 1 ) 

Hn = ~R I 27^7 ] nLM + 1 ' c m; L>M; l'>m,)-

Wir wollen zunächst die obenstehenden Matrixele-
mente genauer betrachten. Hierzu muß das in der 
Wechselwirkungsenergie enthaltene Integral 

9 = ( Ylm (&, cp) Ylm ( e , 0) YVn, (&', cp') d ü 

V2JI 

m Tun' - in nm PT P PT sin ft d & (32) 

ausgeführt werden. Dies ist in verschiedener Weise 
möglich10' n . Wir stellen die Ergebnisse dieser Inte-
gration zusammen. Man erhält zwei Auswahlregeln, 
die der Erhaltung von Drehimpuls und Parität ent-
sprechen : 

\L-l\zl' z\L + l\, 

L -{-l -\-l' = 2 a (a ganze Zahl). 

Für das Integral selbst ergibt sich folgender Aus-
druck (Gauntsehe Formel)12: 

g (l, m: L, m' — m\V, m') 
(— i ) » - i - » ( 2 « - 2 1)1 a! 

Y2ti (<% — L) \ (a — 1)1 (<x — l')l (2 a + 1)! 

V 
(2 L + 1) (2 l + 1) (2 V + 1) (l' — m')\ (L +m' — m)\ (l + m)\(l — m)\ 

2 (V + m')l (L — m' + m)l 

{V + m' + v)l (L + l — m' — v)l 
(V — m' — v)\ (L — l -f- m' + v)l (l — m — v)l vi ( - 1 ) ' (33) 

10 L. In fe ld u. T. E. Hul l , Rev. mod. Phvsics 23, 11 J. A. Gaunt , Trans. Roy. Soc. Canada, Sect. A 
21 [1951]. 228, 151 [1929]. 

12 Vgl. Anm. 11, Gl. 25. 



NUKLEONENBEWEGTJNG UND OBERFLÄCHENSCHWINGUNGEN DER KERNE 511 

Diese Funktion kann nur für spezielle Werte be-
rechnet werden, für praktische Zwecke sind Tabel-
len notwendig. Numerische Werte für diese Funktion 
sind (bis auf einen Normierungsfaktor) von C o n -
d o n - S h o r t l e y für kleine Werte von l, l', L tabel-
liert worden13. Die Kopplungsenergie hat jetzt fol-
gende Form: 

H2 kk' 
2 M '9(hm)L,m' m;l',m'). (34) 

Aus den Matrixelementen, Gl. (31), können wir 
jetzt mit der zeitabhängigen Störungsrechnung die 
Lebensdauer eines Nukleonenzustandes berechnen. 
Für die partielle Breite eines Zustandes, die der 
Wahrscheinlichkeit für spontane Emission eines 
Oberflächenquantes entspricht, bei der das Nukleon 
von V -> l geht, erhält man (35) 

_ L Q ((QL) 
11 ~ R2 n (OL 

C (l, m; L, m — m'; V, m') |2. 

Diese Formel setzt voraus, daß die Dichte der Zu-
stände L, M sich einem Kontinuum annähert. Diese 
Bedingung ist allerdings nur näherungsweise erfüllt: 
Erstens ist die Dichte der Frequenzen q (m l) prak-
tisch nur für schwere Kerne kontinuierlich, nicht 
aber für leichte Kerne, zweitens beschränken die 
Auswahlregeln die Anzahl der erreichbaren Zu-
stände L, M. 

Die Dichte der Oberflächen-Frequenzen q (toL) ist 
bei B e t h e 5 (für große L) angegeben: 

3 „ ,/ /P\2 / i 

Wir erhalten also für die „partielle Breite": 

Tu = — 

ti LC2 o 
a 

(36) 

(37) 
3 n a>i% 

Diesen Ausdruck, Gl. (37), können wir übersicht-
licher schreiben, indem wir in der Kopplungsenergie 
Gl. (35) h2kk'/2M durch die Fermische Grenzenergie 
ersetzen, d. h. durch E„ 21 MeV. Mit Einsetzen 
der Werte für ju, [Gl. (3)], coL [Gl. (4)] und des Mit-
telwertes von g2 erhalten wir 

r, 
64 ti2 £2 m a x g2 

MeV. (38) 3 G 

Die Gesamtbreite eines Nukleonenzustandes V er-
hält man dadurch, daß man die partiellen Breiten 

über alle möglichen (niedriger liegenden) Zustände 
summiert: 

rv = z r v l . 
i <i 

Die Gesamtbreite eines Nukleonüberganges l' -> l 
ist die Summe der Breiten des individuellen Ni-
veaus 

r = rv + . 

Wir sehen, daß die Ausrechnung der Gesamtbrei-
ten schon infolge der verschiedenen Summation 
über die l sehr komplizierte Ausdrücke ergibt. Wir 
werden uns auf die Partialbreite, Gl. (37), beschrän-
ken. 

Die Abhängigkeit der Breite FVi von A ist in den 
Termen g'1 und G enthalten. Die Oberflächenener-
gie G ~A2/3 sorgt dafür, daß die Dämpfung mit A~ 
abnimmt. Der Kopplungsterm g hängt von L, l, l' in 
einer unübersichtlichen Weise ab [Gl. (33)], nimmt 
jedoch mit A etwas zu, so daß die Gesamtabhängig-
keit der Tu vom A im einzelnen nicht zu übersehen 
ist; sie nehmen etwas schwächer als ab. Man 
kann aber diesen Ausdruck grob numerisch ab-
schätzen für bestimmte Werte von g, wenn man 
Werte aus der Tabelle von C o n d o n und S h o r t -
ley 1 3 benutzt. Man erhält z. B. für V l = / -> p 
und ähnliche Übergänge einen Wert g2 ^ 0,10. Dies 
ergibt eine Breite von der Größenordnung ^ 20 MeV 
und entspricht größenordnungsmäßig den betrach-
teten Breiten im (y, n)-Prozeß ( 4 - 6 MeV)1 4 '1 5 '1 6 . 
Wenn man g2 aus den experimentellen Werten be-
stimmt, erhält man g- ~ 0,02. 

Nach diesem Modell wird man erwarten, daß die 
Breite der (y, n)-Resonanz durch die Kopplung der 
Nukleonen mit der Oberfläche entsteht; d . h . die 
vom elektromagnetischen Feld herrührende geord-
nete Bewegung wird durch Vermittlung der Ober-
fläche in ungeordnete umgewandelt. Es ist möglich, 
daß die betrachteten Breiten nicht vollständig der 
Dämpfung entsprechen, sondern daß ein Teil von 
einem anderen Effekt herrührt (s. Teil II). 

Obwohl wir (wegen der komplizierten Form von g) 
die Dämpfung nur größenordnungsmäßig abschät-
zen können, haben wir doch durch die Berechnung 
ein besseres Verständnis für den Mechanismus der 
Dämpfung und der Einstellung der Gleichverteilung 

13 E. U. Condon u. G. H. S h o r t l e y , The Theory 
of Atomic Spectra, Cambridge University Press 1951, 
S. 178. 

14 M. Go ldhaber u. E . T e l l e r , Physic. Rev. 74, 
1046 [1948]. 

15 J. H. D. Jensen u. H. Ste inwede l , Z. Natur-
forschg., 5 a, 413 [1950]. 

16 J. S. Levinger u. H. A. Bethe , Physic. Rev. 78, 
115 [1950]. 
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im Kern durch Emission und Absorption von Ober-
flächenquanten erhalten. 

Die Dämpfung läßt sich auch in einer sehr an-
schaulichen Weise abschätzen. Die Breite F ist die 
reziproke Lebensdauer zwischen zwei Zusammen-
stößen. Also wird für unser Modell (entartetes 
Fermi-Gas): 

wo / die Wahrscheinlichkeit ist, daß ein Xukleon in 
einem Stoß mit der Oberfläche seine Energie abgibt 
und ?l die freie Weglänge im Kern ist, die, wie wir 
früher gezeigt haben, ungefähr gleich dem Kern-
radius ist. Wir setzen k ~ kumx, /. ~ R und erhalten 
(E in MeV): 

(40) 

Aus diesem sehr anschaulichen Beispiel folgt, daß 
F ~ A~'/3 ist. Weiter können wir die Stoßwahrschein-
lichkeit / größenordnungsmäßig festlegen mit Be-
nutzung der experimentellen Werte. Unter der An-
nahme, daß die betrachteten Breiten (4—6 MeV) 
vollständig der eben erörterten Art der Dämpfung 
entsprechen, wird dann / & 0,3. 

T e i l II 

Im Teil I haben wir das Modell der unabhängigen 
Teilchen diskutiert, in dem die Wechselwirkung zwi-
schen den Nukleonen über die Oberflächenschwin-
gungen vermittelt wurde. Diese Wechselwirkung 
sorgt dafür, daß sich die Gleich Verteilung der Energie 
zwischen allen Nukleonen-Freiheitsgraden schnell 
einstellt. Bei der Anwendung dieses Modells auf ein 
bestimmtes Problem benutzen wir zunächst das 
Modell der unabhängigen Teilchen in der üblichen 
Weise und führen den Effekt der Oberfläche erst ein, 
wenn die Lebensdauer der Nukleonenzustände wich-
tig wird. 

Wir wollen jetzt ein Problem betrachten, das sich 
sowohl mit dem Modell der unabhängigen Teilchen 
als auch mit dem Tröpfchen-Modell behandeln läßt, 
nämlich die (y, n)-Reaktion. Dieses Problem wurde 
schon am Ende von Teil I erwähnt im Zusammen-
hang mit der Verbreiterung der Niveaus durch die 
Nukleon-Oberfläehenweehselwirkung. Dabei war bei 
schweren Kernen die Lebensdauer eines Nukleonen-
zustandes explizit durch die Wahrscheinlichkeit 
der spontanen Emission eines Oberflächenquantes 
gegeben. Dieser (y, n)-Prozeß spielt sich in unserem 
Modell folgendermaßen ab: 

Durch Absorption eines y-Quantes wird ein Nu-
kleon von einem Zustand l in einen Zwischenzu-
stand V gebracht. Der angeregte Zustand V geht 
durch Emission eines Oberflächenquantes im Zu-
stand L, M zu einem Zustand l" über, der im allge-
meinen verschieden von dem Grundzustand sein 
wird. Die Energie des absorbierten y-Quantes wird 
dann durch die Oberflächenschwingungen auf alle 
Freiheitsgrade des Kernes verteilt, und die Teilchen 
werden einen Gleichgewichtszustand erreichen. 
Nachdem das Gleichgewicht erreicht ist, zerfällt der 
Kern durch y-Emission. Bei stärkerer Anregung er-
reicht das Nukleon-Fermi-Gas eine höhere Tempe-
ratur, die zur Verdampfung nach der Theorie von 
W e i ß köp f 1 7 führen kann. Andere Prozesse können 
bei diesem Modell in ähnlicherWeise wie der (y, n)-
Prozeß behandelt werden. 

Hiernach sollten y-Quanten an Kernen im allge-
meinen inkoherent gestreut werden, d. h. es ent-
steht ein ,,Kern-Raman-Effekt" als eine Folge der 
Oberflächenschwingungen. 

Die Behandlung des Problems der y-Streuung 
(y, n-Prozeß) mit diesem Modell sieht nach der obi-
gen Diskussion zunächst etwas kompliziert aus. 
Aber es zeigt sich, daß mit der Einführung bestimm-
ter Annahmen die Rechnung ganz übersichtlich 
wird. Wir vernachlässigen zuerst die Compton-Ver-
schiebung, weil für (y, n)-Prozesse bis zu 100 MeV 
% vjM c 2 < l ist. Als nächstes betrachten wir die kohä-
renten Streuprozesse und berücksichtigen dann die 
Wirkung der Gesamtdämpfung F auf diese Streu-
prozesse. Es ergibt sich, daß der kohärente Streu-
querschnitt sehr klein gegenüber dem Gesamtab-
sorptionsquerschnitt und daß der Gesamtabsorp-
tionsquerschnitt für y-Quanten proportional zur 
Gesamtdämpfung F ist. In die Gesamtdämpfung r 
gehen alle inelastischen Prozesse ein (z. B. Kern-
Raman-Effekt, Erhitzung des Kerns usw.). 

Da in die Gesamtdämpfung wesentlich die spon-
tane Oberflächenemission eingeht, ist die Niveau-
breite der Zwischenzustände keineswegs allein durch 
die übliche Strahlungsdämpfung gegeben. Für die 
Niveaubreiten angeregter mittelschwerer Kerne ist 
im Gegenteil nur diese Oberflächenemission wichtig. 
Daher beschreiben wir die ,,Niveau-Breite" allein 
mit der Oberflächen-Emission. Das Problem haben 
wir damit auf eine solche Form gebracht, daß es mit 
dem Modell der unabhängigen Teilchen behandelt 
werden kann. 

17 V. W e i ß k o p f , Physic. Rev. 52, 295 [1937]. 
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Bevor wir mit unserer Rechnung beginnen, wollen 
wir die bisherigen Untersuchungen über die (y, n).-
Prozesse besprechen. 

Experimentell wurde in letzter Zeit bei diesen 
Prozessen ein Maximum des Wirkungsquerschnittes 
in der Nähe von 20—30 MeV mit einer Breite von 
4—6 MeV von verschiedenen Autoren beobachtet15. 
Dieses Maximum zeigt eine Abhängigkeit von der 
Massenzahl A , die in Abb. 2 aufgetragen ist. 

Diese Abhängigkeit der Energie, bei der das Maxi-
mum des Gesamtquerschnittes liegt, vom Atomge-
wicht wurde von G o l d h a b e r u. Te l ler 1 5 sowie 
von J e n s e n u. S te inwede l 1 6 als ein Resonanz-
effekt gedeutet, der durch Dipolschwingungen von 
allen Protonen gegen alle Neutronen zustande 
kommt. 

Goldhaber und Teller arbeiteten mit einem Mo-
dell, in dem die Protonen und Neutronen in ihrer 
Gesamtheit sich wie durchdringbare Kugeln be-
nehmen, die gegeneinander Dipolschwingungen aus-
führen. Die rücktreibenden Kräfte kommen von der 
Oberfläche her. Das gibt eine relative Abhängigkeit 
der Resonanzfrequenz von A proportional zu A~ ;'6. 

J e n s e n und St ein we del haben dieses Modell 
verändert, indem sie die oben erwähnten Dipol-
schwingungen hydrodynamisch behandeln. Hierbei 
schwingen die Neutron- bzw. Proton-Flüssigkeiten 
in einem Volumen, das durch die Oberfläche der 
Kerne „starr" begrenzt wird. Die rücktreibenden 
Kräfte können aus dem Neutron-Proton-Exzeß-
Term in dem Ausdruck für die Kernbindungsenergie 
entnommen werden. 

Die hydrodynamische Behandlung führt zu einem 
Eigenwertproblem, aus dem sich die Resonanzfre-
quenz zu % co = 60 A~l/'3 ergibt. Das ist in Abb. 2 
aufgetragen, und man sieht, daß die relative Ab-
hängigkeit von A sehr gut mit den experimentellen 
Werten übereinstimmt, daß aber die Absolutwerte 
ungefähr 30% zu klein sind. Jensen und Steinwedel 
erhalten auch eine typische Dispersionskurve. Die 
integrierten Querschnitte stimmen (von einem Fak-
tor 2 abgesehen) mit den integrierten Querschnitten 
von Goldhaber und Teller überein. 

In diesen phänomenologischen Modellen muß 
man die Dämpfung der Protonen-Neutronen-Flüs-
sigkeitsbewegung durch eine Art innere Reibung 
erklären. Dadurch werden die geordneten Bewegun-
gen in ungeordnete Bewegungen umgewandelt, der 
Tropfen wird aufgeheizt und gelangt zur Verdamp-
fung. Da kaum zu erwarten ist, daß eine quantita-
tive Behandlung der Dämpfung als Flüssigkeitsrei-

bung durchgeführt werden kann, entnehmen Jensen 
und Steinwedel die Werte für die Dämpfung ihrer 
Resonanzkurve dem Experiment. 

Le v i n g e r und B e t he17 haben vom Standpunkt 
des Modells der unabhängigen Teilchen die Dipol-
übergänge betrachtet, wobei sie keine Spezialan-
nahme über „Protonen-Neutron-Schwingungen" 
wie in den obigen Modellen benutzt haben. Die inte-
grierten photoelektrischen Wirkungsquerschnitte er-
hält man mit Hilfe der Summensätze, und diese 
stimmen mit den auf andere Weise erhaltenen Wer-
ten überein. Mittelwerte für y-Absorption wurden 
auch gebildet, aber es ist keine Abhängigkeit von A 
gefunden worden, die mit dem Experiment über-
einstimmt. 

Wir werden ebenfalls mit dem Modell der unab-
hängigen Teilchen beginnen, aber die Rechnung et-
was genauer durchführen als bei Le vinger und Bethe 
und zeigen, wie die eben erwähnten Resonanzen 
(s. Abb. 2) zustande kommen können und wie in 
dem asymptotischen Grenzfall großer Kerne unsere 
Resultate mit den Resultaten des phänomenologi-
schen Modells von Jensen und Steinwedel fast gleich 
werden. Die Erklärung der Dämpfung der Kern-
schwingungen in diesem Modell wurde bereits in 
Teil I gebracht. Den Gesamtprozeß kann man 
„Kern-Resonanz-Fluoreszenz mit Dämpfung durch 
die Oberflächenschwingungen" nennen. 

1. A l l g e m e i n e s über y - Q u e r s c h n i t t e 

Wir wollen jetzt die y-Streuprozesse mit dem Mo-
dell der unabhängigen Teilchen, wie es im Rahmen 
der vorstehenden Diskussion beschrieben wurde, 
behandeln. In diesem Abschnitt werden wir dabei 
keine speziellen Annahmen über die auftretenden 
Matrixelemente machen. Wir betrachten mehrere 
Teilchen mit der Ladung e und Masse M in einem be-
liebigen Potentialtopf. 

In einem System, bei dem die Koordinaten der 
Wellenfunktion der Nukleonen relativ zum Schwer-
punkt betrachtet werden, haben, wie Bethe18 ge-
zeigt hat, die Protonen eine äquivalente Ladung 
e (N/A) und die Neutronen eine äquivalente Ladung 
— e (Z/A). 

Wir wollen jetzt das Dipolmoment des gesamten 
Kernes betrachten. Hierzu benutzen wir Wellen-
funktionen xp (Zj-, Zj), die Grundzustands- und ange-
regte Zustandsfunktionen des gesamten Kernes 
sind. Für das Modell der unabhängigen Teilchen 

18 H. A. Be the , s. Anm. ti, S. 222. 
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schreiben wir diese Funktionen als Produkte über 
die Ein-Teilchen-Wellenfunktionen der Protonen i 
und Neutronen j, wobei wir die Antisymmetrisie-
rung später einführen. 

Wn (Zi, Zj) =nil uni (2,.) unj (Zj) . (1) l 1 
Wir können jetzt das Matrixelement für das elek-

trische Dipolmoment des Gesamtkernes in den obi-
gen Wellenfunktionen ausdrücken. Weil bei einem 
Übergang nur ein Teilchen seinen Zustand ändern 
kann, schreiben wir statt des Produktes Gl. (1) ein 
Matrixelement in folgender Form: 

Zun' = J (Z) [ x 2 Z{ - ~ 2 Zj j Un (z) d t . (2) 

Darin schreiben wir E für die Summation über die 
i 

Protonen-Koordinaten und E für die Summation 
i 

über die Neutronen-Koordinaten. Wir führen dann 
die Oszillatorstärke ein: 

2 M 
In n2 (En> — En) | Zn-n (3) 

t (w»— tw«) — cy]2 + 
p\2 » 
~2 

2 71 
"streu. M i 

" \ CO (CÜ/j' 

hin' 
r 

Der Absorptionsquerschnitt setzt sich additiv aus 
den Beiträgen der einzelnen Zustände n' zusammen, 
nicht etwa der Streuquerschnitt. 

Im allgemeinen sehen wir, daß die Auswertung 
des obigen Resonanzquerschnittes komplizierte 
Summationen über alle angeregten Zustände erfor-
dert. An dieser Stelle wollen wir jetzt sehen, wie 
weit man mit Benutzung der Summensätze die Quer-
schnitte oben explizit auswerten kann. In dieser 
Weise erhält man Resultate, die Aussagen über Di-
pol-Übergänge im allgemeinen ergeben. 

Die bekannten Thomas-Reiche-Kuhn-Summen-
sätze für Atomhüllen, die man leicht beweisen kann, 
lauten21: 

Z f n n ' ^ Z . (7) 
n 

Die Summe über alle Übergänge, die vom Grund-
zustand ausgehen, ist gleich der Anzahl Z von Elek-
tronen. 

Die Summe der Oszillatorstärken wird: 

Für den Wirkungsquerschnitt der kohärenten 
Streuung gilt die bekannte Formel 19>20: 

_ _8_jr_ ei to" I y fnn' ]2 

tf Streu. - 3 C4M2 [ Z j _ ( ü n ) 2 _ f t > 2 J • I4) 

Dieser Querschnitt ist natürlich nur gültig für y-
Frequenzen, die weit von der Resonanz entfernt 
sind.Wenn die y-Frequenz in der Nähe der Resonanz 
liegt, genügt, wie bekannt ist, die obige Störungs-
näherung nicht mehr, und die Diracschen Differen-
tialgleichungen müssen genauer gelöst werden. 

Nach dem Wigner-Weißkopf-Verfahren erhält 
man für den gesamten Absorptionsquerschnitt unter 
Benutzung der Oszillatorstärke: 

_ 2 Tie2 y i fnn' F 
"ABS. 3 / C Z J / R \ 2 » ( ° ) 

ZJ fnn' = Z ( T j 1 12 + 2 ( T J 1 Zinn' I'' • <8) 

L e v i n g e r und Bethe 1 7 haben gezeigt, daß die 
Summe vergrößert wird, wenn die anziehenden Aus-
tauschkräfte zwischen Neutron-Protonen berück-
sichtigt werden.Wir werden aber diesen Effekt nicht 
in Betracht ziehen. 

Wir können jetzt die Summation in der Heisen-
berg-Kramers-Formel im Grenzfall hoher Frequen-
zen ausführen und erhalten 

8 7i e 4 

"Streu. ~ ~~3 c4 

und mit N = Z = 

NZ\ 8TI 

A/2 
8 71 

"Streu. — o 'c 
/ m 

NZ\ 2 

(9) 

(10) 

wo r die Totalwahrscheinlichkeit für die spontane 
Emission eines y-Quants ist. In unserem Fall ist F 
die Summe der elektromagnetischen Dämpfung und 
der Oberflächendämpfung. Im allgemeinen kann 
man die elektromagnetische Dämpfung gegen die 
Oberflächendämpfung vernachlässigen. 

Die Resonanzstreuung ergibt sich aus Gl. (15) als 

(6) 

A2 

3 ' « \ m l Te ' 

wo Htt/S r'l = 6,57 • 10~25 cm2 = 0,657 barn derThom-
son-Querschnitt ist. Diese Formel stimmt mit den 
von J e n s e n und St ein we del1 6 erhaltenen Resul-
taten bis auf einen Faktor 2, der von einem Rechen-
fehler bei Jensen und Steinwedel herstammt, über-
ein. 

Ein anderer Fall, wo die Summe ausgeführt wer-
den kann, ist der Absorptionsquerschnitt im Falle 
eines kontinuierlichen y-Spektrums konstanter In-
tensität. Wenn man alle Primärfrequenzen sum-
miert, erhält man in bekannter Weise den integrier-
ten Querschnitt19: 

19 W. Heit ier , Quantum Theory of Radiation, Ox-
ford University Press 1936, S. 137—141. 

20 G. Wentze l , Hdb. d. Phvsik, 24/1, S. 740—784 
[1933]. 
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2 n e2 H yi 2 ti e2U(NZ\ 

n v 7 

und rait iV̂  = Z = Aj2 

^abs. = ' ^ = 0,015 MeV barn . (12) 

Das ist identisch mit den Resultaten von Bethe17 

und stimmt auch überein mit G o l d h a b e r und 
Te l l e r 1 5 sowie J e n s e n und S te inwede l 1 6 (bis 
auf den eben erwähnten Faktor 2). 

Wir haben gesehen, wie in einer sehr einfachen 
Weise in bestimmten Grenzfällen die Summation 
über die Oszillatorenstärken ausgeführt werden 
kann und Resultate erhalten wurden, die mit ande-
ren Untersuchungen übereinstimmten. 

Um über das Verhalten des Wirkungsquerschnit-
tes mehr zu erfahren, ist es jetzt notwendig, ein spe-
zifisches Modell einzuführen. In Abschn. 2 führen 
wir wieder wie in Teil I ein kugelsymmetrisches Po-
tential ein und werten unsere Gleichung für dieses 
Potential aus. 

2. K e r n s u m m e n s ä t z e in K u g e l s y m m e t r i e 

Wir betrachten jetzt das Modell der unabhängi-
gen Teilchen. Wir werden keine Annahme über die 
Form des Potentials machen außer der Kugelsym-
metrie. 

Die Ein-Teilchen-Wellenfunktionen im kugelsym-
metrischen Potentialtopf lauten: 

Wnlm = Rnl(r)Ylm(6,0), (13) 

wo Ylm (6, 0) die normierte Kugelflächenfunktion, 
die in Teil I definiert wurde und Rnl (r) die nor-
mierte Radial-Wellenfunktion ist. 

Jetzt betrachten wir eine ebene und monochro-
matische elektromagnetische Welle (A > R ) und wäh-
len die Polarisation in der z-Richtung des Kerns. Die 
Gesamtwellenfunktionen werden wieder als Pro-
dukt von Wellenfunktionen Gl. (1) geschrieben. Die 
Antisymmetrisierung wird später in dem Niveau-
schema berücksichtigt werden. Unsere Dipol-Matrix 
reduziert sich wieder auf eine Matrix von Ein-Teil-
chen-Wellenfunktionen. Diese Dipol-Matrix schrei-
ben wir 

(n', 1', m' \ z\ n,l, ra) 

= j Vn'l'm, [ ( x ) Z _ ( t ) S Z>] Vnl« d T • (14) 

Wir wollen den Proton-Teil Z zt zuerst allein be-
i 

handeln, weil der Neutron-Teil sich nur durch den 

Faktor (Z/A) unterscheidet. Wir schreiben jetzt für 
den Proton-Teil: 

R 

(n', r, m! I Zj-1 n, l, m) = Y j RnT Rnl r? d rt 

1 u 
Jt 2 Jl 

• J J Ylm- Ylm cos 0 sin 0 d 0 d 0 . (15) 
0 0 

Nach Einführung der Definition der Kugelflä-
chenfunktionen 

Yltm(O,0) = -j^—- Plmeim"' 

ergibt sich die ra-Auswahlregel sofort als A m — 0. 
Die Z-Auswahlregel ergibt sich in bekannter Weise 
zu A l = ± 1. 

Mit diesen Auswahlregeln erhalten wir aus Gl. (3) 
folgende Matrix-Elemente: 

(n', l -f- 1, m | Zi | n, l, m) 

= | / (2 i + 8 ) (2~7+l ) ( » ' . ' + 1 l ' i I « . ' ) ( t ) ' <16) 

(n', l — \,m\zi\n,l,m) 

- j / g i + i T g i - i ) < " ' • ' - 1 1 r < i B > ( T ) • <17> 

Alle anderen Matrix-Elemente außer diesen sind 
gleich null. Die x- und ^-Komponenten tragen nichts 
bei. 

Die Radial-Matrix-Elemente Gl. (16) und Gl. (17) 
sind definiert als: 

R 

(n',l± 1 | r,1 n, l) = £ j Rn% l±1Rnl r? d r , . (18) 
1 o 

Wir sehen, daß die einzig möglichen Übergänge 
die von l nach l -f- 1 oder l — l sind, wobei n sich 
beliebig ändern kann. 

Wir wollen die Oszillatorstärke finden. Dazu müs-
sen wir zuerst die Quadrate der Gin. (15) und (16) 
bilden und dann über alle möglichen Orientierungen 
des Kerns, d. h. über alle m mittein. 

1 l + 1 <19> 
(»', l + 1 | zf | w, If = - 2 l + l (n', l - f 1 | r« | n, l)\ 

(»', l-\\zi\n, If = \ YJ~T ( » ' , l - 1 | r, | n, l)K 
(20) 

Die Oszillatorstärke für den Proton-Teil (Zz,-) Gl. (7) 
wird 

2 M 
fi (»', l + 1 ; », l) == (En.t l + 1 - En>l) 

. ( n \ l + I \ Z i \ n J ) * ( l p ) \ (21) 
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2 M 
fi (» ' , i - i ; Z) = ( i v , / - 1 - En,i) 

• (n', I - 1 | z, | » , I)2 ( ^ - J . (22) 

Für die Oszillatorstärke aller Nukleonen addieren 
wir denselben Ausdruck für die Neutronen, indem 

wir ( A M ) durch (ZjA) ersetzen. Die Ausdrücke Gl. 
(21), (22) sind „partielle" Oszillatorstärken, d. h. 
Oszillatorstärken für Übergänge mit verschiedenen 
n', aber mit einem bestimmten l. Die „partielle" 
Oszillatorstärke für Übergänge (l -> l - f 1) jetzt für 
Protonen und Neutronen ist 

/ (71', l + l ; n , l ) = ^ ~ (EH.t l + 1 - En>l) | ^LJ {nr} I + ! || n> iy + (^.J {n>; x + j , r<, ^ Z)2 j. 

Für Übergänge {l -> l — 1) gilt ( 2 3 ) 

/ («', l - 1 ; n, l) = (E,,t - A ^ y ^ - ^ J 2 (» ' , Z - l | r , | » , Z)2 -f (^J (» ' , Z - 1 | r< | » , Z)2]. 

(24) 

Wie gesagt, sind dies die „partiellen" Oszillator-
stärken für Kerne mit Kugelsymmetrie. 

Summensätze für die obigen partiellen Oszillator-
stärken findet man sehr leicht. Im Grundzustand 
eines Kerns sind für ein bestimmtes Z alle zu diesem 
Z-Wert gehörenden Niveaus bis zu einer maximalen 
Radial-Quantenzahl n (Z)max mit 2 (2 1 -f- 1) Teil-
chen besetzt. Mithin muß die Summe Gl. (23), (24) 
nicht nur über n' (angeregte Zustände) ausgeführt 
werden, sondern auch über alle als Grundzustand 
besetzten Niveaus n, l. 

Um die Summe über n' auszuführen, benutzen 
wir die bekannten Summensätze für die partielle 
Oszillatorstärke in Atomhüllen21: 

Z f a , i - i = - ( 2 l - l ) , (25) n 

Zfn'.l + l = (2l + 3 ) . (26) ii 
Die Summen beziehen sich auf alle Übergänge mit 
gegebenem (Z), die vom Grundzustand ausgehen. 

Die Summe der partiellen Oszillatorstärken über 
n' wird (Protonen-Teil) mit Gl. (24) 

EU (n',l-l;n, l) 
n 

= - 2 ( 2 Z + 1)(2Z 
1 Z /JV", 

27+T TJ - (29) 

= 2 ( 2 Z + 1 ) ( 2 Z + 3 ) -
1 l + 1 /' N\i 
3 2 l + 1 \ A 

Also lautet die Gesamtsumme über die Oszillator-
stärken des Kerns Gl. (29) und Gl. (30): 

21 H. A. Be the, Hdb. d. Physik 24/1, 434 [1933]. 

EE I [/ [n', l-l;n,l) + f (n', l -f 1 ; n, Z)] . (31) 
l ii m' 

Die Summation über n' in Gl. (31) kann jetzt aus-
geführt werden mit Gl. (29), (30), und die Summe 
reduziert sich auf 

Z \2 
/ + ! ) + ( T ) 2 (22 + 1)1- (32) 

Die Summe über n erhält man als 

^ J | > ( Z ) m a x 2 ( 2 Z + l ) 

+ {^JZn(l)m.dX2(2l+l). (33) 

Die Summe über l gibt im ersten Term die An-
zahl Z der Protonen, im zweiten die Anzahl N der 
Neutronen. Also ist die Gesamtsumme 

N\i l'Z\ir NZ 
X z + 7 A = — (34) 

In ähnlicherWeise erhält man für (Z-> Z -f- 1) mit 
Gl. (13) 

EU (n',l+l-,n, l) 

Wir müssen jetzt den Einfluß des Pauli-Prinzips 
auf die Summensätze berücksichtigen. Weil alle Zu-
stände bis zu einem maximalen Impuls besetzt sind, 
sind alle Übergänge zu Niveaus, die unter diesem 
Maximum liegen, verboten, d. h. es sind nur Über-
gänge zu Niveaus oberhalb des höchsten erlaubt. 
Da jedoch die Oszillatorenstärke nach Gl. (18) anti-
symmetrisch ist, 

(30) 
/ (n', l'; n, l) = — / (n, Z; n', V) , (35) 

kann die Summation über die Zwischenzustände 
trotzdem über alle Niveaus, ob besetzt oder un-
besetzt, erstreckt werden, weil dann die Übergänge 
zwischen besetzten Niveaus sich bei der Summa-
tion aufheben. 
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Wir können jetzt den Absorptionsquerschnitt 
Gl. (5) bei einem kugelsymmetrischen Topf in fol-
gender Weise schreiben: 

"abs. — 
2 ne2 

Mc 
/ = o n = 1 «' = 1 

fl-\)i + ( —) (fl+l+h-l) 

(36) 

r 

Topf finden. Die normierte Ein-Teilchen-Radial-
funktion für diesen Topf lautet: 

Rm (kr) = Nt 2 kr Jl+yAkr) (37) 

Die Matrix-Elemente Gl. (18) lauten, wenn wir 
jetzt die Summe über i durch die Anzahl der Pro-
tonen des Niveaus 2 (2 l 1) ersetzen: 

[co — (co„ (0, ) ) ] 2 + ( — 

wobei die Abhängigkeit von / von n, n', l in den Gin. 
(29) u. (30) gegeben ist.Wir haben oben gezeigt, daß 
der Ausdruck (36) im Zähler allein summiert, zu den 
Summensätzen Gl. (34) führen würde. Hier steht 
jedoch der Nenner gleichzeitig in der Summe und 
die Auswertung Gl. (36) kann mit den oben abge-
leiteten Summensätzen nur im Grenzfall höherer 
y-Frequenzen (10) erfolgen. Diese Grenzfallauswer-
tung mit den Summensätzen wird in der weiteren 
Rechnung als Kontrolle wichtig sein. Die Oszillator-
stärke kann man nämlich im allgemeinen nur 
näherungsweise explizit ausrechnen, was wir im fol-
genden für den Fall des unendlich tiefen Topfes tun 
werden. Diese /-Werte werden wir in die obige 
Summe einsetzen. Den Wert, der sich so für die 
Summe ergibt, werden wir zur Kontrolle verglei-
chen mit dem Ausdruck Gl. (33), der ohne explizite 
/-Werte erhalten war. Wie bemerkt, ist diese Kon-
trolle nur im Grenzfall hoher Frequenzen möglich. 

Das besonders einfache Modell des unendlich tie-
fen Topfes nehmen wir an, weil wir so eine gewisse 
Analogie zu den phänomenologischen Annahmen 
von Jensen und Steinwedel haben und unsere Resul-
tate mit denen der genannten Autoren vergleichen 
können. 

3. A u s r e c h n u n g der O s z i l l a t o r s t ä r k e und 
des W i r k u n g s q u e r s c h n i t t e s 

Wir wollen jetzt für einen unendlich tiefen Po-
tentialtopf die Oszillatorstärke explizit ausrechnen. 
Wir werden zeigen, daß die Summe der näherungs-
weise erhaltenen Oszillatorstärken sehr schnell kon-
vergiert, und daß die Summe mit dem ersten Term 
angenähert werden kann. Die Summe wird jetzt mit 
den Summensätzen verglichen und mit Berücksich-
tigung des Pauli-Prinzips in asymptotischer Form 
ausgerechnet. 

Zuerst wollen wir die Matrix-Elemente Gl. (16), 
(17) für Dipolübergänge in einem unendlich tiefen 

(n', l' | ri | n, l) 

= 2(2/ 1)-^- Vfck' 

(38) 

J,'+yJk'r)Jl+y2(kr) r2 d r . 

Obwohl wir die halbzahligen Bessel-Funktionen 
in geschlossener Form mit den trigonometrischen 
Funktionen ausdrücken können, wird die Integra-
tion umständlich, und wir gehen lieber zu einer 
asymptotischen Entwicklung über. Das ist eine ver-
nünftige Annäherung, weil in den von uns betrach-
teten Fällen k R > > 1 ist (mehrere Knoten im 
Topf). Die asymptotische Entwicklung lautet22: 

[sin - i r ) 
l i L 
2 (Z-

D! — ^ cos [ k r - ^ 

(1 + 2)! 
2 (l — 2)! 

sin (kr - T - j 
2 (kr)2 ] (39) 

Das Restglied ist von der Größenordnung der 
vernachlässigten Terme. Bricht man mit dem ersten 
Glied ab, so wird es 

1(1+ 1) 
2 k R 

und 
(* — 1 ) Z ( Z + l)(Z + 2) 

8k R 

für das Abbrechen mit dem zweiten Term. Man 
sieht, daß der Fehler mit l wächst. 

Aus Gründen, die später klar gemacht werden, 
benutzen wir die ersten zwei Terme in der Ent-
wicklung und führen die Integration in Gl. (38) aus. 
Zur weiteren Vereinfachung der Ergebnisse benutzen 
wir den asymptotischen Ausdruck für die Nullstel-
len der Bessel-Funktionen: 

l 
k R - > TI ( n -f 

Die Benutzung dieser Näherung führt natürlich zu 
schlechter Übereinstimmung mit dem exakten 
Eigenwert für kleine Werte von n und große l. 

22 G. N. W a t s o n , Theorv of Bessel Functions, 1922, 
S. 53, 199. 
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Die Matrix-Elemente in dieser asymptotischen Näherung lauten (N — kR/71) 

) N' , (Z+l ) (Z + 2) N 
N(N'2 — N2) 

1(1+1) N' 
71 

1(1— 1) 

(40) 

N'(N'2—N2) +•••]» 
N 

n [ 4 NN' 1(1+ 1 
(»', l+\\r\n,l) = R y - -2~ 

l ' 1 1 I I 1\ T? r 4 N N ' M * + l ) N' 1(1—1) N 1 \n, i L \ r \ n , i ) - x y n i { N , 2 _ ^ N ( N , 2 _ y 2 ) + ^ _ _ _ _ _ + . . . j . 

Die gesamte Oszillatorstärke (Protonen und Neutronen) können wir mit Gl. (21), (22) bilden als 

/ (» ' , » , Z) = ( ^ J f f ( / + ! ) / , + 1 (tf, tf') + 4 IU_! (iV, V ) j _ 

+ (t ) 2 [ f C + + i W + 4 * 1 ^ N ' ) ] ,> 
worin die erste Klammer für Protonen und die zweite für Neutronen gilt. Hierbei ist 

f I N = ü [ , (Z+ l)(Z + 2) A2 _ 1(1+1) N'2 , 1 Il+ [ ( A T/ 2 _ A r 2 ) 3 "T 2 (N '2_ N 2)2 2 (A'2 — iV2)2 + ' ' J ' 

N2 1(1+ 1) A7'2 

(41) 

„ „ 16 r n'2i 

(N'2 — N2)3 

N'2 N2 

A2)3 + 

2 

Z(Z—1) 
(A'2 — A2)2 (A'2 —A 2 ) 2 + 

(42) 

(43; 

(44) 

In der asymptotischen Form der Eigenwerte ist 
der erste angeregte Zustand N' = N + Wir sehen 
also, daß der erste Term Gl. (43), (44) die Größen-
ordnung N hat, der andere Term aber nur von l ab-
hängt. Der erste Term ändert sein Vorzeichen mit 
der Differenz N' — N, so daß bei der Summation 
von diesen Termen in erster Näherung nichts übrig-
bleibt. Aus diesem Grunde haben wir oben die 
zweite Näherung mitgenommen, die einen endlichen 
Beitrag liefert. Wir sehen auch, daß die Gin. (43), 
(44) antisymmetrisch sind, so daß das Pauli-Prin-
zip berücksichtigt ist. 

Wir bemerken ferner, daß die Gin. (43), (44) in 
N' sehr schnell konvergieren. Schon der zweite 
Term in N' ist um einen Faktor 8 oder mehr 
kleiner als der erste. Das ist sehr günstig, weil wir 
uns jetzt bei Summation über N' mit dem ersten 
Term begnügen können, ohne die bisherige Nähe-
rung zu verschlechtern. Wenn wir die obigen Gin. 
(43), (44) über N' summieren, können wir diese 
Näherung mit dem Resultat in Gl. (29), (30) ver-
gleichen. 

Für die Summation der asymptotischen Aus-
drücke über N' bei gegebenen (AT) und (Z) schreiben 

ZfW.N') 
N'=N+y2 

f(N,N') + 
1 

y2 

(45 a) 
f(N,N') . 

Nach der obigen Diskussion ersetzen wir diese Sum-
men durch die Hauptterme, und das gibt 

y / (N, N') « / (.N, N + %) + / (N, N - y2). (45b) 

In dieser Näherung erhalten wir für die Summa-
tion über N' in den Gin. (43) u. (44): 

16 
Y f l + 1(N,N')* — 2(1+1) 
N' 

(45 c) 

(45 d) 

Es stimmen diese Ergebnisse für große Z bis auf den 
Faktor 16/tt2 mit den exakten Summen überein. Das 
genügt uns für unsere Zwecke, weil wir Resultate 
erhalten wollen, die mit dem Jensen-Steinwedel-
Modell verglichen werden können, und das heißt, 
daß wir zu asymptotisch großen Kernen übergehen. 

Wir betrachten jetzt N = Z — A/2, und die Oszil-
latorstärke vereinfacht sich zu: 

f(N',N,l) = ±(l+l)[fl+1(N,N')] 

Der Absorptionsquerschnitt wird aus Gl. (36): 

" a b s . — 

I N S 

(47) 
f(N',N', l)T 

Mc j [ n TI2 12 / r \2' 

wo r als konstant betrachtet wird und o)m aus Gl. 
(36) durch folgenden Ausdruck ersetzt ist: 

h Titz2 

2 M R2 (k R)2 = 2 M R 2 N2. (48) 

Das ist jetzt der Absorptionsquerschnitt für 
asymptotisch große Kerne im Modell des unendlich 
tiefen Topfes. Bevor wir weitergehen mit der Aus-
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führung der Summation ist noch folgendes zu er-
wähnen : 

Für dies sehr einfache Modell haben wir uns na-
türlich beschränkt auf asymptotische Resultate. 
Aber wir sehen, wie man im Prinzip für jedes Modell 
den Querschnitt ausrechnen kann. 

Man berechnet die Oszillatorstärke für ein be-
stimmtes Modell und stellt die Güte der Näherung 
fest durch Vergleich mit den Summensätzen im 
Grenzfall hoher y-Frequenzen. Das Hauptproblem 
ist dann die Ausführung der Summation von Zähler 
und Nenner zusammen. Jeder Term der Summe gibt 
eine Resonanzkurve; diese superponieren sich in 
komplizierter Weise und ergeben eine Gesamtdis-
persionskurve, deren Form im allgemeinen ver-
schieden von der normalen Resonanzkurve sein 
wird. 

Wir wollen jetzt die einzelnen Summationen in 
Gl. (47) näher betrachten. Wir haben früher gezeigt, 
daß wegen der Güte der Konvergenz der Oszillator-
stärkesummen in N' die Summe über N' durch den 
ersten angeregten Zustand ersetzt werden kann, 
d. h. N' = N -f- y2. Als Folge des Pauli-Prinzips ist 
der einzig erlaubte Übergang der, der von dem höch-
sten besetzten Niveau ausgeht. AlsoN' = A m a x + Vi-

Die Summe über N führt über besetzte Niveaus 
und fällt nach dem Pauli-Prinzip auch weg. So 
bleibt nur eine endliche Summe über l übrig: 

2 ri e2 v^ 
"abs. = M c Zj 

/ (N', n , i) r 
Tin2 

2 M R 2 (N'2 — N2) — o> • H f 
mit N' = ATmax + i/2. 

r' 
2 
(49) 

Wir werden zuerst den Nenner ausrechnen. Die Re-
sonanzenergie entsteht durch folgende y-Energie: 

J*2?*2 .r, 9,26 7iz ( 1 % (on -rr^r^r {N'2 - N2) 2 M R 2 A2 3 max 4. J > 
(50) 

A m a x entspricht dem Maximalimpuls, bis zu wel-
chem der Kern aufgefüllt ist, und ist abhängig 
von der Anzahl der Protonen Z. Diese Abhängigkeit 
wurde in Gl. (33) benutzt bei Auswertung der Sum-
mensätze: Z = E n (Z)max 2 (2 Z 1), d. h. 

| - = A + 3 ( A - 1 ) + 5 ( A - 1 ) 

+ 7 ( A - 2 ) + 9 ( x V - 2 ) + (51) 

Wir sehen leicht, daß dann (für große N) 

^ 1 Q2 A73 (52 a) 

und mit N = Z = - A , daß ATmax ^ . (52 b) Z 15/0 

Die Resonanzenergie wird (R = 1,5 • 10-13^41/s) 
9,26 7t2 A % 

% O), 0 AH 1,73 

Jensen und Steinwedel erhalten 

53,3 A - * . (53) 

n (Oq & 60 A~ 1/3 (54) 

mit dem Kernradius (R = 1,42 • l O " 1 3 ^ ) . Wenn 
wir diesen Kernradius in Gl. (50) benutzen, so fin-
den wir 

59,5 A~ %. (55) 

Unsere asymptotische Näherung entspricht also 
erstaunlich gut dem phänomenologischen Modell 
von Jensen und Steinwedel. Diese Übereinstim-
mung ist jedoch zufällig, denn tatsächlich sind die 
Modelle etwas verschieden. Das Jensen-Steinwedel-
Modell berücksichtigt die Korrelationsbindung der 
Nukleonen, es setzt nämlich eine spezielle Kollek-
tivbewegung des Kernes unter Wirkung des äuße-
ren Feldes voraus (Änderung des Dichte Verhält-
nisses von Protonen zu Nukleonen unter Konstant-
haltung der Gesamtdichte). Wir benutzen anderer-
seits das Modell der unabhängigen Teilchen, in dem 
sich bei der Anregung durch ein y- Quant nur die 
kinetische Energie eines Teilchens ändert; das 
Modell enthält keine Korrelationsenergie. Anderer-
seits sind die Modelle ähnlich in der Hinsicht, 
daß Jensen-Steinwedel starre Wände benutzen, 
was unserem unendlich tiefen Topf entspricht. 

Wir können aber den Beitrag der Korrelations-
energie (Effekt 2. Ordnung) in unserem Modell auch 
in einfacher Weise abschätzen. Zu diesem Zweck 
schreiben wir die Korrelationsenergie für den Grund-
zustand wie folgt: 

• ^ (56 a) Ef E0— Ex t - i E0 — Ek 

und für den ersten angeregten Zustand: 
\Hn 

Ef 
Ex — E0 + 2 Ei — Ek 

(56 b) 

Es ist dann klar, daß der erste Term Gl. (56 a) eine 
negative Korrektion zum Grundzustand, der erste 
Term Gl. (56b) eine positive Korrektion zum ersten 
angeregten Zustand liefert; man darf wohl anneh-
men, daß die höheren Terme weniger zur Korrela-
tionsenergie beitragen (vgl. S. 518). Die Berücksich-
tigung der Korrelationsenergie führt also zu einer 
Vergrößerung der Energiedifferenz zwischen Grund-
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zustand und erstem angeregten Zustand. Die Größe 
dieser Verschiebung hängt natürlich von Hik ab und 
damit vom Ansatz für die Kernkräfte. Um ganz 
konsequent in unserem Modell (Teil I) zu bleiben, 
müßte man die Wechselwirkung mit der Oberfläche 
für Hi k einsetzen. Die Korrelationsenergie führt 
also zu einer Erhöhung der Resonanzfrequenzen in 
unserem Modell. 

Die im Jensen-Steinwedel-Modell benutzte Korre-
lationsbindung entspricht, wie oben erwähnt, nicht 
der gesamten Korrelation. Die Annahme dieser 
Autoren, daß bei der Proton-Neutron-Bewegung die 
Dichte konstant bleibt, beschränkt die Kollektiv-
bewegung wesentlich. 

Die Berechnung der Resonanzfrequenzen, welche 
bekanntlich durch die rücktreibenden Kräfte be-
stimmt sind, folgt bei Jensen und Steinwedel ein-
fach aus (o ~ | A — j Jjl. 5 w o f 2 d e r Asym-
metrieterm ist, der in der Weizsäcker-Bethe-Formel 
für die Bindungsenergie steht: 

£ = - ex + e2 { ^ J + . . . . (56c) 

Jensen und Steinwedel benutzen den empirischen 
Wert für e2 ^ 20 MeV, erhalten aber trotzdem etwas 
zu kleine Resonanzfrequenzen, was vielleicht auf 
ihre Beschränkung auf konstante Dichte zurückzu-
führen ist. 

Im Modell der unabhängigen Teilchen würde an-
dererseits der entsprechende Wert für £2 direkt aus 
der Entwicklung für die kinetische Energie eines 
Eermi-Gases 

- [ ' + 1 (—r^ i l <56d) 

folgen; denn hier könnte die potentielle Energie nur 
zu dem Term £x beitragen, und die Korrelations-
energie fehlt völlig. 

Wir sehen, daß ein Fermi-Gas (Modell der unab-
hängigen Teilchen) ohne Korrelat ionsenergie einen 
Wert für e2 8 MeV liefert. Der empirische Wert ist 
e2 20 MeV, was den starken Einfluß des poten-
tiellen Teils der Korrelationsenergie deutlich macht. 
Wir folgern also, daß die Berücksichtigung der Kor-
relationsenergie die Resonanzfrequenzen um einen 
Faktor der ungefähren Größe % 1,6 erhöhen 
würde. Der Einfluß der oben angeschriebenen Glie-
der 2. Ordnung ist also ziemlich groß, wie schon 
früher von E u l e r 2 3 bemerkt worden ist. 

23 II. Euler , Z. Physik 105. 553 [19371. 

3 
£ = — 5 

Unter Hinzunahme eines Faktors ~ 1.3 bis 1,6 
würden die theoretischen Werte von Gl. (53) die 
beobachteten Resonanzfrequenzen sehr gut dar-
stellen. 

Dieses Ergebnis für die Resonanzfrequenzen ist 
ohne Faktor in Abb. 1 u. 2 im Vergleich mit experi-
mentellen Werten aufgetragen. 

co0(Ta) 

o\ 

- o 1 

II 1 1 » 1 1 
™ M 9 W 80 160 Ta 200 Th 
TL, (B3,m A -J!"' <*> 

Abb. 1. Relativwerte der Resonanzfrequenzen (hco0) für 
(y, n) gegen Massenzahl A bezogen auf Ta181 (experi-

mentelle Werte o). 
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Abb. 2. Absolutwerte der Resonanzfrequenzen (hw()) 
in MeV für (y, n) gegen Massenzahl A aufgetragen (ex-
perimentelle Werte o) , R — 1.42 • 10~13A'A, vgl. Gin. 

(53), (54), (55). 

Wir sehen jetzt, daß in der hier benutzten asymp-
totischen Näherung alle Nenner gleich sind, weiter, 
daß die Summation über l sich einfach auf eine 
Summe über die Zähler reduziert. Über die Abwei-
chung von diesem Sachverhalt bei genauerer Rech-
nung wird später gesprochen werden. 

Nach Gl. (46) hat der Zähler folgende Form: 
f{N',N,l) 

1 _ .. 1 
¥ 

Wenn man für die ersten angeregten Zustände 
N' = ATmax + i/2 setzt, werden die Gin. (43) u. (44): 

f,+ (58) 
(1+ l) (1 + 2) 1(1 + 1) 

= T <1 + ! ) [ / / + i ( N , + "ä * [ / / - 1 (N, A7')]. (57) 

i6 r 
* I + • 1 



NUKLEONENBEWEGTJNG UND OBERFLÄCHENSCHWINGUNGEN DER KERNE 521 

fi-i(N,N') 
i6 r i(i — i) i ( i + i ) i 

Also wird die Summe Gl. (57) 

f(l,N) = ± ^ [ ( 2 1 + + 2 1 + 1 + • • ( 6 0 ) 

und für die Summe über l erhalten wir 

wo N(l)m&x die Werte N, N - 1, N - 2, . . . an-
nimmt wie in Gl. (51), so daß die Summation so-
fort Z /2 ergibt. 

Mit N = Z = A/2 erhalten wir für den Gesamt-
absorptionsquerschnitt 

2.7C2 i r 
"abs. » M c "g J T V ' ^ 

(o>0 —co)2 + J 

worin ro0 durch Gl. (54) gegeben und r in Teil I be-
rechnet worden ist. 

Wir erhalten also für die Summe im asymptoti-
schen Falle eine Resonanzkurve. Diese Kurve Gl. 
(62) stimmt sehr gut überein (auch numerisch) mit 
dem von Jensen und Steinwedel angegebenen Ab-
sorptionsquerschnitt. Der Vergleich des hieraus fol-
genden int egrierten Querschnitts mit dem auf Grund 
der Summensätze gewonnenen zeigt, daß in den 
Koeffizienten in Gl. (62) ein Faktor 2 fehlt. Das 
liegt hier sicher an der Ungenauigkeit der asympto-
tischen Näherung, bei Jensen und Steinwedel ver-
mutlich an einem Rechenfehler. 

Die obigen Resultate wurden mit Hilfe der asymp-
totischen Darstellung der Energieniveaus erhalten. 
Diese Darstellung weicht aber (auch schon bei gro-
ßen Kernen) von den wirklichen Lagen der höheren 
Niveaus etwas, von den niedrigeren Niveaus vor 
allem bei großem l sogar stark ab. Dieser Sachver-
halt ist in Abb. 3 dargestellt. Die Energieniveaus 
für Protonen sind hier exakt (ausgezogen) und 
asymptotisch (gestrichelt) eingezeichnet. Auf der 
Abszisse ist die Drehimpulsquantenzahl l und auf 
der Ordinate die Energie aufgetragen. Die Zahlen 
am rechten Rande der Figur bedeuten die Anzahlen 
der Protonen, die die Niveaus bis zu dem betreffen-
den N fortsetzen. 

Es ist ein Kern mit Z = 70, A & 140 angenom-
men. Die dicken Striche bedeuten die besetzten Ni-
veaus. Je nach dem W7ert von l sind die asymptoti-
schen Niveaus bis zu E an 21—30 MeV, die exakten 
Niveaus bis zu E 23—30 MeV besetzt. Die höch-

sten besetzten Niveaus liegen oberhalb der norma-
len Fermi-Grenzenergie («a 24 MeV), die sich bei 
Rechnung mit ebenen Wellen ergeben würde. 

Der Unterschied in den Übergängen für die 
asymptotischen und die exakten Niveaus ist eben-
falls dargestellt, jedoch nur für die ersten angereg-
ten Zustände. Die Differenz zwischen den exakten 
und den asymptotischen Niveaus nimmt bei gro-
ßen l stark mit l zu. Die eingezeichneten Übergänge 
lassen einen Vergleich zu zwischen der Energiediffe-
renz zweier exakter Niveaus und derjenigen der ent-
sprechenden asymptotischen Niveaus. Für den hier 
dargestellten Kern sieht man, daß die Übergänge 
exakt -> exakt von den Übergängen asympt. -> 
asympt. abweichen ( < + 3 MeV). Die Abweichun-
gen liegen jedoch so, daß die exakten Energiediffe-
renzen in manchen Fällen größer (l -> l — 1), in an-
deren Fällen kleiner (l -> l + 1) als die entsprechen-
den asymptotischen Energiedifferenzen sind. Wir 

Abb. 3. Abhängigkeit der Energie (in MeV) der Ener-
gieniveaus vom Drehimpuls 1 für einen unendlich tie-
fen Topf mit Kernradius R = 1,5 • 10-13 AVs. (E. 
Jahnke u. F. E m d e , Funktionentafeln II, S. 152, 
1938). asymptotische Niveaus N = n 4- (1/2), 

exakte Niveaus N = JcR/tz, Ji + y2 (kR) = 0, 
besetzte Niveaus. 

werden deshalb erwarten, daß die Mittelwerte durch 
unsere asymptotische Näherung gut dargestellt 
sind. Das Einsetzen der exakten Niveaus wird dann 
hauptsächlich zu einer effektiven Verbreiterung der 
gesamten Resonanzkurve führen. 

Wir sehen auch, daß zwar die absoluten Lagen der 
asymptotischen Niveaus von denen der exakten ab-
weichen, aber die relative Lage der asymptotischen 
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Niveaus zueinander von der der exakten wenig ab-
weicht. Die Spin-Bahn-Kopplung würde unsere Er-
gebnisse auch nicht wesentlich ändern, da nur Über-
gänge Spin parallel Spin parallel bzw. antiparal-
lel antiparallel vorkommen. Die Berücksichti-
gung der Spin-Bahn-Kopplung verlangt, daß man 
einen Topf endlicher Tiefe benutzt. Die Energiedif-
ferenzen bei solchen Übergängen sind daher nicht 
wesentlich verschieden von den entsprechenden 
Übergängen ohne Spin-Bahn-Kopplung. 

Wir sehen also, daß das Modell der unabhängigen 
Teilchen mit einem unendlich tiefen Topf (für asymp-
totisch große Kerne) Resultate gibt, die ziemlich gut 

mit dem phänomenologischen Flüssigkeitsmodell 
ohne spezielle Annahmen übereinstimmen. Also ist 
die Interpretation der (y, n)-Prozesse als Resonanz-
vorgang in sehr gutem Einklang mit unserer Rech-
nung. Dazu haben wir bereits in Teil I erklärt, wie 
in diesem Modell die Wechselwirkung durch die 
Oberflächenschwingungen übertragen und die y-
Energie auf alle Freiheitsgrade verteilt wird, also 
wie die Dämpfung dieser Prozesse zustande kommt. 

Ich danke Herrn Prof. W. He i senberg für freund-
liche Aufnahme in seinem Institut sowie für wertvolle 
Ratschläge und viele interessante Diskussionen. 

Zur Mikroreibung in Flüssigkeiten 
V o n A . S P E R N O L u n d K . W I R T Z 

Aus dem Max-Planck-Institut für Physik, Göttingen 
(Z. Naturforschg. 8a, 522—532 [1953]; eingegangen am 25. Juni 1953) 

Clemens Sehaefer zum 75. Geburtstag gewidmet 

Die Experimente zeigen für Teilchen von Moleküldimensionen Abweichungen von den 
Stokesschen Reibungsgesetzen. Sie können zwei Ursachen haben. Entweder werden die 
Stokesschen Gesetze durch die Struktur der Flüssigkeit modifiziert, die Reibung bleibt 
aber durch die Viskositätskonstante und geometrische Daten allein bestimmt, oder es 
kommen Bewegungsmechanismen ins Spiel, die nichts mit dem viskosen Prozeß zu tun 
haben. Beide Einflüsse können empirisch durch einen „Mikroreibungsfaktor" berücksich-
tigt werden, mit dem das Stokessche Gesetz zu erweitern ist. Für große Radien muß er 
den Wert 1 annehmen. Für kleine Radien kann aus dem experimentellen Material für 
Translations- und Rotationsbewegungen der empirische Wert des Mikroreibungsfaktors 
in Abhängigkeit vom Radienverhältnis rirh des Gelösten und des Lösungsmittels be-
stimmt werden. Für neutrale kugelförmige Moleküle findet man für r/rL = 1 aus Diffu-
sionsmessungen den Mikroreibungsfaktor der Translation ft % 0,6, aus der Dipolorien-
tierung den der Rotation /r 0,1 bis 0,2. Beide zeigen erwartungsgemäß einen Anstieg 
mit wachsendem Radienverhältnis. 

1. F o r m u l i e r u n g des P r o b l e m s 

Führt eine starre Kugel mit dem Radius r in einer 
homogenen inkompressiblen Flüssigkeit mit der 

Viskosität rj unter dem Einfluß der Kraft K eine 
Translationsbewegung mit der Geschwindigkeit v 
aus, so besteht nach S t o k e s zwischen der Rei-
bungskonstanten der Translation und rj die Be-
ziehung 

K 
— = Qt = (1) 

Rotiert die Kugel unter dem Einfluß eines Dreh-
moments M mit der Winkelgeschwindigkeit cp, so 
gilt entsprechend für die Reibungskonstante qt der 
Rotation 

Diese beiden Stokesschen Gleichungen, die für 
große Kugeln abgeleitet sind, gelten erfahrungs-
gemäß größenordnungsmäßig auch noch für Teil-
chen von molekularen Dimensionen. In diesem Fall 
erhält man die Reibungskonstanten z. B. aus der 
Diffusionskonstanten D, der Ionenbeweglichkeit u, 
oder, im Falle der Rotation, aus der Relaxations-
zeit T der Orientierung: 

kT zeE ^ i r r i 
Qt = — ,Qt = —^-,QI = 2 k T r . ( 3 ) 

Die bekannten Gesetzmäßigkeiten vom Typus 
D-7] = const -T, u-rj = const und ähnliche stellen 
Bestätigungen der Stokesschen Auffassung für Mole-
küle dar. Sie zeigen folgendes: a) Der viskose Be-
wegungsprozeß, der den Stokesschen Gleichungen 
zugrunde liegt, wirkt auch im molekularen Bereich, 


