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Wechselwirkung zwischen Nukleonenbewegung
und Oberflichenschwingungen der Kerne beim Kernphotoeffekt

Von A. REIFMAN*
Aus dem Max-Planck-Institut fur Physik, Gottingen

(Z. Naturforschg. S8a, 505—522 [1953]; eingegangen am 6. Mai 1953)

Es wird ein Modell benutzt, bei dem die Nukleonen in einem Potentialtopf keine direkte
‘Wechselwirkung untereinander haben, sondern die Wechselwirkung nur durch Oberfli-
chenschwingungen des Kerns vermittelt wird. Dies bewirkt eine gleichmifige Verteilung
der Anregungsenergie im Kern. Zunichst werden die Eigenschaften dieses Modells fir
nichtstationire Probleme ausgearbeitet. Die dann folgende Anwendung des Modells auf
(7, n)-Prozesse hat zwei Hauptergebnisse: Erstens (Teil I) gestattet der Mechanismus der
Kopplung mit den Oberflichenschwingungen, die fiir das Verstindnis der (y, n)-Prozesse
wichtigen Resonanzbreiten (Lebensdauer) — in befriedigender Ubereinstimmung mit dem
Experiment — zu berechnen. Zweitens (Teil II) folgt aus der Vorstellung unabhingiger
Nukleonen, dall die oft diskutierte Frage nach Resonanzen positiv zu beantworten ist.
Die Resonanzen werden berechnet und stimmen sowohl mit den Experimenten als auch
mit den phinomenologischen Modellen uberein.

Teil I!

n der bekannten Methode von Thomas-Fermi

fiir die Behandlung von Fermion-Problemen wird
angenommen, dal} jedes Teilchen sich unabhingig
von den anderen bewegt, und der Effekt der Wech-
selwirkung wird durch ein gemitteltes Feld (z. B.
dargestellt durch einen Potentialtopf) ersetzt. Ob-
wohl diese Methode fiir Atome sehr erfolgreich ist,
wird man zunéchst erwarten, dafl die Anwendung
auf Kerne wegen Vernachliassigung der Wechselwir-
kung zwischen den Nukleonen keine guten Ergeb-
nisse liefert. Aber trotzdem hat man mit der An-
wendung dieser Methode (Modell der unabhéngigen
Teilchen) sehr gute Erfolge erzielt. Insbesondere hat
ihre Verfeinerung durch die Einfiihrung der Spin-
Bahn-Kopplung (Schalen-Modell) auBerordentlich
gute Ergebnisse bei der Berechnung der Grundzu-
stinde, der magnetischen Momente, des [3-Zerfalls
usw. geliefert. Dieses Modell setzt voraus, dafl Zu-
sammenstolle zwischen Nukleonen sehr selten sind.

Um diesen Punkt klarer zu erkennen, betrachten
wir die Kernmaterie vom statistischen Standpunkt
aus und fragen, ob ein Modell, in dem es wenig Zu-
sammenstoBe zwischen den Nukleonen gibt, viel-
leicht wegen der Fermi-Statistik besser ist, als man
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1 Wahrend des Entstehens dieser Arbeit wurde in
einer Veroftentlichung von A. Bohr, Dan. Mat. Fys.
Medd. 26, No. 14 [1952], ein Modell eingefiihrt, das im
Prinzip dieselben Ziige aufweist, wie das von uns in
Teil I behandelte. Wihrend Bohr die Eigenschaften

anschaulich erwarten sollte?. Tomonoga3 hat bei
einem Fermi-Gas, bestehend aus Protonen und Neu-
tronen, die Zihigkeit und Warmeleitfahigkeit der
Kernmaterie berechnet. Die Transportkoeffizienten
werden wie iiblich ausgerechnet, und er findet, daf3
die mittlere freie Weglinge umgekehrt proportional
zum Quadrat der Temperatur ist. Bei normalen
Kerntemperaturen (7' ~ 2 MeV) bekommt man da-
mit eine sehr grol3e Zahigkeit. Tomonoga folgert dar-
aus, dal fiir eine solche Kernmaterie jede Schwin-
gung (7' ~ 2 MeV) aperiodisch geddmpft sein muB.
Dieses Ergebnis gilt fiir ein sehr grofles Volumen von
Kernmaterie, in dem die mittlere freie Weglange der
Nukleonen klein gegeniiber den Lineardimensionen
dieses Volumes ist und daher die Transportkoeffi-
zienten ihre iibliche Bedeutung haben. Im Gegen-
satz dazu sind die Radien fast aller Kerne bei nor-
malen Temperaturen (7' < 2 MeV) klein gegeniiber
der Wegléange, die Tomonoga ausgerechnet hat, und
das Proton-Neutron-Gas mufl daher mehr als ein
,,Knudsen-Gas‘‘ betrachtet werden, in dem haupt-
sichlich nur Zusammenstéfe mit der Gefifwand
stattfinden.

Die mittlere freie Weglinge fiir ein Fermi-Gas bei
tiefen Temperaturen ist ndmlich viel grofer als der
klassische Wert 4 ~ 1/N@.Wegen des Pauli-Prinzips

dieses Modells fiir stationidre Probleme untersucht
(Kernmomente), wird hier die Anwendung auf nicht
stationare Fille ausgearbeitet (Kernphotoeftekt).
2V.WeiBkopf, Science 113, 101 [1951].
3 S.Tomonoga, Z. Physik 110, 573 [1938].
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konnen nur solche Nukleonen zusammenstof3en, die
sich in Zustdnden des Schwanzes der Fermi-Vertei-
lung befinden, und sie kénnen dabei nur in Zustande
der gleichen Art iibergehen. Der Teil des Impuls-
raumes, der dem Schwanz entspricht, ist eine Ku-
gelschale vom Radius (Pp,,c) und der Dicke (4 P).
Die mittlere freie Weglédnge wird daher nach Tomo-
noga groflenordnungsmafig:

1 Enax \®

AF.B.~ AP 2~7~klass.<kT >
vo(7)
Prax

Nach Tomonoga ist der effektive StoBquerschnitt
fiir Impulstransport, der fiir die Zahigkeit malige-
bend ist, @ ~ 0,01 barn. Fiir normale Kerntempera-
turen (7' ~ 2 MeV, starke Entartung) ist die Weg-
lange daher immer gréBer als die Kerndimensionen
und wird am absoluten Nullpunkt unendlich grof3
(fiir 7' ~ 2 MeV groBenordnungsméifig 2 ~ 10 - 10713
cm).

In Wirklichkeit sind im Falle des entarteten Ga-
ses auch am absoluten Nullpunkt nicht genau alle
Zustdnde bis zum Maximalimpuls besetzt. Die ge-
genseitige Wechselwirkung der Teilchen unterein-
ander erzeugt Ubergiinge von Zustinden unterhalb
des Maximalimpulses zu Zusténden oberhalb des
Maximalimpulses und verschmiert daher die Im-
pulskugel in der Nahe des Maximalimpulses. Dieser
Effekt wurde von Watanabe? untersucht, und es
hat sich dabei gezeigt, dall diese Verschmierung fiir
manche Zwecke als eine ,,Temperatur‘‘ von der Gro-
Benordnung 4 bis 7 MeV interpretiert werden kann.
In Wirklichkeit ist diese Temperatur wahrscheinlich
noch zu hoch. Aber auch mit dieser Temperatur
hitte die mittlere freie Weglidnge noch die Grofen-
ordnung der Kernradien.

Wir sehen also, dal das Modell der unabhéingigen
Teilchen auf niedrig angeregte Kerne anwendbar ist.
Das bedeutet auch, dal die Nukleonen héaufiger mit
der Kernoberfliche als unteretnander zusammensto-
Ben, d. h. eine Art ,,Knudsen-Gas‘‘ bilden. Nach die-
sen Uberlegungen wird die Wechselwirkung zwi-
schen den Nukleonen im wesentlichen durch die
Kernoberfliche vermittelt. Ahnliche Verhiltnisse
liegen z. B. fiir das Fermi-Gas der Metallelektronen
vor, wenn man eine diinne Metallplatte betrachtet,
deren Durchmesser nur einige Gitterabstiande be-
tragt.

Wir fiithren nun ein Modell ein, das diesen Ergeb-
nissen gerecht wird. Wir benutzen ein Potentialtopf-

4 S. Watanabe, Z. Physik 113, 482 [1939].

A. REIFMAN

Modell, bei dem im Innern des Potentialtopfes auf
die Nukleonen keine Krifte ausgeiibt werden (Mo-
dell der unabhéngigen Teilchen). Allein die Ober-
flichenschwingungen der Kerne konnen auf die Nu-
kleonen Krifte iibertragen. Die Schwingungen der
Kernoberfliche sind nichts anderes als die von Bohr
und Wheeler studierten Oberflichenschwingungen.

Wir haben in unserem Modell zwei verschiedene
und scheinbar entgegengesetzte Standpunkte ver-
kniipft. Der eine ist das Modell der unabhéngigen
Teilchen, wo die Wechselwirkung zwischen den Nu-
kleonen vernachléssigt wird, und der andere ist das
Bohrsche Tropfchen-Modell. Die Wechselwirkung
zwischen den beiden Arten von Freiheitsgraden
wird durch die Kopplung der Nukleonen mit der
Oberfliche dargestellt.

Mit dem Modell der unabhéangigen Teilchen allein
koénnen wir die schnelle Einstellung der Gleichver-
teilung zwischen allen Nukleonen-Freiheitsgraden
nicht erkliaren. Aber durch die Wechselwirkung der
Nukleonen mit den Oberflichenschwingungen er-
gibt sich das sofort. Die Oberflichenschwingungen
verteilen die Energie der Kernbewegung auf alle
Nukleonen-Freiheitsgrade, wie in der Blochschen
Theorie der Metallelektronen durch die Gitter-
schwingungen geordnete Elektronenbewegungen in
ungeordnete umgewandelt werden.

Wir haben gerade bemerkt, dal eine gewisse Ana-
logie zwischen diesem Modell und den Elektronen
im Metall besteht, aber es gibt einen sehr wichtigen
Unterschied. Im Metall sind die Gitterschwingun-
gen durch das Gitter gegeben und in erster Néahe-
rung unabhéngig von den Elektronen. Aber in die-
sem Modell rithren die Oberflichenschwingungen
von der makroskopischen Fermi-Gasbewegung her,
die man durch ein Geschwindigkeitspotential be-
schreibt. Die Beziehung zwischen dieser makrosko-
pischen Bewegung und der mikroskopischen Be-
wegung der Nukleonen kann man mit der Fermi-
Verteilung (f) schreiben:

1
YUmakro = ? J fi f d E,- .

Es ist also die makroskopische Geschwindigkeit
Umakro» die fiir die Oberflichenschwingungen ver-
antwortlich ist, eine Mittelung iiber die Nukleonen-
geschwindigkeiten &;. Die Wechselwirkung dieser
Schwingungen mit den Nukleonen stellt eine Art
Selbstenergie dar.

Dieses Modell kann auf verschiedene Probleme
der Kernphysik angewandt werden?, z. B. auf die
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Berechnung der Lebensdauer angeregter Zustande,
die zu den verschiedenen Kernreaktionen gehoren.
Wir wollen es hier auf das Problem der (y,n)-Reak-
tion anwenden, das vor kurzem viel diskutiert wurde
besonders in bezug auf die Frage, ob dieser Prozef3
ein Resonanzeffekt ist. Weiter wollen wir versuchen,
die Dampfung (Resonanzbreite) mit Hilfe dieses
Modells zu erklaren.

Diese Arbeit besteht aus zwei Teilen. Im ersten
Teil wird das Modell ausgearbeitet und die Lebens-
dauer eines Nukleonenzustandes aus den Oberfli-
chenschwingungen berechnet. Hierzu wird eine
Quantisierung der Oberflichenschwingungen ausge-
fiihrt und die Wechselwirkung der Nukleonen mit
diesen Schwingungen betrachtet.

Im zweiten Teil wird das Modell auf die (y, n)-
Prozesse angewandt und der y-Querschnitt ausge-
rechnet, wobei sich der beobachtete Resonanzeffekt
ergibt.

1. Oberflachenschwingungen

Zur Behandlung des wohlbekannten Problems
der Schwingungen eines inkompressiblen Fliissig-
keitstropfchens vom Radius R folgen wir der iib-
lichen Methode?3:6:7, die darin besteht, dal das
Geschwindigkeitspotential @ und die Radikalde-
formationen § (r) zunidchst nach Kugelfunktionen
entwickelt werden.

D = Z Bim 7 Yom (9, ¢)
I,m

d()=r—R= 0 Y (.9):  (2)
l,m

"xlm = llglm B,

Die kinetische und potentielle Energie des Tropf-
chens 148t sich durch die Entwicklungskoeffizienten
ausdriicken, und man erhilt als Hamilton-Funk-
tion

hierbei gilt

N A G Sim o S Sim
H_,Zm : [Vz’ ot 7% ] (3)
: s AM .
Hierbei ist u = oR3 = 4/—7!—; 0 = Dichte : M = Masse;
3
A = Nukleonenzahl,
[e 10—1@+2)
- T
o = Oberflachenspannung.
Nach dem Ubergang zur Quantenmechanik be-
stehen die bekannten Vertauschungsrelationen:

(4)

5 H. A. Bethe, Rev. mod. Physics 9, 86, 223 [1937].
6 S. Fliigge, Ann. Physik 39, 373 [1943].
7M. Nogami, Prog. Theor. Physics 3, 363 [1948].

Vir

[alm ’ d';'m’] - [d;m P al'm’] =1k u ()1 14 6m m’ - (5)

Nach Einfiihrung neuer kanonischer Variablen
durch die Transformation

—
Xim . ¥ 2 1 »

V . uw, V 2 (alm + a’—l—m) )
‘ilm

e, 1,
T VT T2 (@n —1-m) (6)
nimmt die Hamilton-Funktion folgende Form an:
H= Doy (@ tm + %), (7)
I,m

wo die a, a* die Rolle von Vernichtungs- und Erzeu-
gungsoperatoren spielen. Wir kénnen die Oberfla-
chendeformation jetzt in folgender Form aus-
driicken: )

50 = 3 |/ g i Yim (0.0) + i Fin (0,1
I,m

Die Knotenzahlen [/, m sind mit dem Drehimpuls
verkniipft. Dies findet man leicht durch die iibliche
Methode, wenn man den Drehimpuls des Tropfchens
als Integral iiber das Volumen ausdriickt.

M—=[[7 x pldr, 9)

worin der Impuls p = gv mit » = grad @. Wegen
der Inkompressibilitat des Volumens (dive = O und
rot v = O) verschwindet in dem obigen Ausdruck
das Integral iiber das ungestérte Volumen und nur
das Gebiet zwischen R und R + 6 (r), also nur die
Oberflache, liefert einen Beitrag zum Drehimpuls
des Tropfchens.

Mit Hilfe der friiheren Entwicklung lassen sich
jetzt die iiblichen Operatoren fiir die Behandlung
des Drehimpulses — M2 und M, — durch die Gro-
Ben a, a* ausdriicken. In dem Spezialfall, dal nur
eine Schwingung I, m angeregt ist, kann man M? wie
folgt schreiben: (10)

M2 =12 D L+ 1) Gy gy = B2 D L (L4 1) N,y
IL,m I,m

Wenn man die Bedingung weiter spezialisiert, so
daB3 der Zustand [, m nur mit einem Quant besetzt
ist, nehmen die Operatoren M, und M? die Gestalt
der normalen Drehimpulsoperatoren an:

M, =hm, M2=1(+1)%. (11)

Wir sehen also, daB8 die Oberflichenquanten (Bo-
sonen) nur dann in einfacher Weise Zustinde von
Drehimpulsen darstellen, wenn lediglich ein Quant
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im Zustand [, m vorhanden ist. (Dann verhalten
sich [ und m wie Eigenwerte der Drehimpuls-Opera-
toren.)

Diese Interpretationen werden wir spiter be-
nutzen, um die Oberfliche durch Zustidnde von Dreh-
impulsen zu charakterisieren. Wir werden nur solche
Fille betrachten, bei denen die obige Bedingung er-
fillt ist, d. h. wir beschrinken uns auf den Fall
schwacher Kopplung.

2. Wechselwirkungsenergie

Wir wollen jetzt die Wirkung der Oberflachen-
schwingungen im Modell der unabhéngigen Teilchen
untersuchen. Durch die Oberflichenschwingungen
wird die Randbedingung der Schrodinger-Gleichung
gedndert; das bedeutet eine Storung der Wellen-
funktionen und der Eigenwerte. Diese Anderung der
Eigenwerte gibt die gesuchte Wechselwirkungsener-
gie zwischen einem Teilchen und den Oberflichen-
schwingungen.

Die Stérungs-Energie ist natiirlich abhéangig von
der Form des Potentials, das wir fiir die unabhéngi-
gen Teilchen ansetzen. Fiir unsere Rechnung neh-
men wir der Einfachheit halber einen zunéchst ku-
gelformigen Potentialtopf vom Radius R mit un-
endlich hohen, d. h. undurchdringlichen Wénden an.
Fiir einen solchen Topf wird die Grenzbedingung
sehr einfach : die Wellenfunktion mufl am Rand ver-
schwinden. Die Losung der Einteilchen-Schrodin-
ger-Gleichung gibt in diesem Fall

p(rd,9) =R Y@ q),
wobei R (kr) = N J; ., (kr), J; v, (kr) = 0.

Die Eigenwerte sind gegeben durch die Nullstel-
len der halbzahligen Bessel-Funktionen.

Beriicksicht man die Oberflichenschwingungen,
so verandern sich die Eigenwerte, aullerdem werden,
wenn die Schwingungen nicht als unendlich lang-
sam aufgefaBt werden konnen, Uberginge hervor-
gerufen.

Wegen der Oberflichenschwingungen miissen die
Wellenfunktionen y (r, &, ) jetzt auf einem neuen
zeitlich verdnderlichen Rand verschwinden. Statt
y = 0 fiir » = R schreiben wir jetzt:

w=0, r=R+15(r),

8 L.. Brillouin, C. R. hebd. Séances Acad. Sci. 204,
1863 [1937].

9 Es hat zunidchst den Anschein, als ob bei Anwen-
dung dieses Operators auf die Wellenfunktionen eine

A. RETFMAN

wo 0 (r) nach Kugelflichenfunktionen entwickelt ist
und die Radialverschiebung von der ungestérten
Grenze R darstellt. Die Verschiebung 4 - 6 (r) wird
als infinitesimal betrachtet.

Wir benutzen eine von Brillouin® angegebene
Methode zur Behandlung einer Schrédinger-Glei-
chung mit gestorter Randbedingung. Hierzu fithren
wir einen Operator S ein, der eine Verschiebung der
Wellenfunktion von der urspriinglichen Grenze R zu
der deformierten Grenze R -+ 40 (r) bewirkt. S ist
nicht singuldr, so dall S™! existiert. Durch diese
Transformation werden wir das Problem in eine
Form bringen, in der wir es mit der normalen Schro-
dingerschen Stoérungstheorie behandeln kénnen.

Wir definieren den Verschiebungsoperatorso?, dafl

6(r)? [ o )2
B \or) T
Durch Benutzung dieses Operators 1a8t sich die

Storung der Grenze auf eine Storung der Hamilton-
Funktion zuriickfiihren.

S=1+28() o + 7 (12)

Diese Storung

H = §1H,8 — H, (13)

entspricht der Wechselwirkungsenergie der Teilchen
mit der Oberfliche.

Man kann jetzt die gewohnliche Schrédingersche
Storungstheorie anwenden und findet in erster Néhe-
rung fiir die Matrixelemente der Storung,

, N . 0
Hip= [y [Hy, 8] ppdr mit §, =0 () - (14)

Dieser Ausdruck a6t sich mit Hilfe des Green-
schen Theorems umformen,

Hyp = (B — Ey) [ yi Syyy do

<

& ok
— o [ sy FEar.
¥

Mit Benutzung der expliziten Form des Operators S,
nehmen die Diagonalelemente folgende Gestalt an:
h? k*
2M

, 2
Hkk = r

J Y@,9)0(nY @D ¢ df (16)
i
wo h?k*/2M = E der Eigenwert des ungestorten
Problems ist.

Fiir die Nicht-Diagonalelemente folgt

Singularitat am Ursprung entsteht. Eine genauere Be-
trachtung mit Hilfe einer Glittungsfunktion zeigt je-
doch, daf} sich dieser Umstand nicht auf die Resultate
auswirkt.
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HLL_‘(EL —E j‘R(]u’ (kr)r-dr

jn @, 9)80) Yu(®,g) df

[roo

und mit Hilfe der asymptotischen Entwicklung er-
halt man naherungsweise

B

W

2 ﬁ“kk’

— =5 d(MY @, ¢)df (A7)

fiir (I £7') ungerade
4 R*EK

Hyv=—F7 3

)0 (r) Y (D,9) df

fiir (I + 1) gerade

. BT
Hie=—[2-1 -y |

2 R*EE
j Yi(@,¢)0 ()Y, (9, ¢) df.
¥

R 2M

Im folgenden betrachten wir einfachheitshalber
den Fall, wo der erste Term auf der rechten Seite
von Gl. (17) verschwindet, und spéter erst fiihren
wir den Faktor ein, der durch [, I’ und %, n’ bedingt
ist.

3. Ubergangswahrscheinlichkeiten

Nachdem die Wechselwirkungsenergie ausgewer-
tet ist, konnen wir die Quantisierung der Gesamt-
Hamilton-Funktion vornehmen. Diese besteht aus
der Hamilton-Funktion fiir ein Einzel-Nukleon im
Potentialtopf (Hry), der Oberflichen-Hamilton-
Funktion (Hy ) und der Wechselwirkungs-Hamilton-
Funktion (H'):

ﬁZ
HT: ij*deT,
v
(&zm £
Ve Vi

kK
2M

(18)

X1m

;) 19
ve vi )’ ()

[ v @.wompo.nar o

‘¥

+ of

Der einzelne Summenterm von H’ stellt die Wech-
selwirkung zwischen einem Nukleon und der Ober-
fliche dar. Er ist proportional dem Impuls im An-
fangszustand £ und im Endzustand £’ des betreffen-
den Nukleons und enthilt als zweiten Faktor ein
Integral, in dem die Koordinaten der Oberfliche
und die Wellenfunktion des Nukleons auftreten. Die
Wechselwirkung entsteht durch den Austausch von
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Drehimpuls zwischen dem Nukleon und der Ober-
flache.

Die Einfiithrung dieser Kopplung zwischen Nu-
kleon und Oberfliche scheint zuerst etwas proble-
matisch, da es schlieSlich die Nukleonen selbst sind,
die die Oberflichenschwingungen erzeugen. Jedoch
entsteht die Oberflichenschwingung nicht durch die
Bewegung eines einzelnen Teilchens, sondern durch
die gemittelte Bewegung aller Teilchen, wie in der Ein-
leitung diskutiert wurde. Unser Bild steht demnach
ungeféhr in Analogie zu der Hartreeschen Methode
in dem Sinne, dafl die Teilchen in Wechselwirkung
mit einem gemittelten Feld treten. Von diesem
Standpunkt aus ist die Einfithrung einer solchen
Kopplung plausibel.

In Abschn. 1 wurde gezeigt, dal das quantisierte
Hy formal identisch ist mit der Energie einer Ge-
samtheit freier Bosonen

1
= Zh(')l<zvlm+?>: wo N,m:aa*.
l,m

Hy wurde bis jetzt nicht in quantisierter Form dis-
kutiert, aber es ist klar, dafl die Quantisierung solch
einer Hamilton-Funktion zu einer Fermionen-Ge-
samtheit fiihrt mit antivertauschbaren Operatoren
b,b*. Diey’s in Gl. (18) werden dann nach stationa-
ren Wellenfunktionen mit den &’s als Koeffizienten
entwickelt:
7 by (£) uy (

sz

Fiir die b’s gelten die Ant1-Vertauschungsrelationen:
(b, ] = [bi, bpl .= O, [by, byl =0 (25)

Den quantisierten Ausdruck fiir die Nukleon-
Hamilton-Funktion kann man dann in der wohlbe-
kannten Form schreiben:

Hy =) bjb B, =) N, E,.
l 1

Wie frither die Operatoren (a, a*), sind jetzt die
(b, b*) ,,Erzeugungs“- und ,,Vernichtungs‘-Opera-
toren, die auf die Zustandsvektoren

Pl .. 1. )

wirken, wo die I's die Quantenzahlen der besetzten
Nukleon-Zusténde sind.

Unter Benutzung der Entwicklungen Gl. (23), (24)
und des quantisierten Ausdrucks fiir o (r), Gl. (8),
erhalten wir fiir den Wechselwirkungsanteil der Ha-
milton-Funktion GI. (20):

(21)

y (r,9,¢) r, %, ), (23)

p* (r, 9, p) ) uy (r, 9, @) . (24)

(26)

(27)
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2 R*KE

7 RS L
o R 2M

—2{: Z = J by Uy (0, 9) (a3 Y 13r + @00 Y o)
o by up, (¥, @) dQ (28)
wo wir jetzt die Drehimpulse der Oberflichenquan-
ten, Gl. (11), mit L, M bezeichnen und [, m fiir die
Nukleonen-Zustédnde benutzen.

Damit haben wir die gesamte quantentheore-
tische Hamilton-Funktion angegeben. Die Wechsel-
wirkung H’ enthélt Glieder mit den a’s und b’s.

Explizit kénnen wir ¥ als Produkt von Fermio-
nen- und Bosonen-, Funktionalen‘“ schreiben. For-
mal sieht das Problem der Wechselwirkung zwischen
Nukleonen und Oberflichenschwingungen hier fast
genau so aus, wie das der Wechselwirkung zwischen
Elektronen und Gitterschwingungen im Metall.

Die Matrix-Elemente der zeitabhidngigen Sto-
rungstheorie fiir Ubergiinge des Gesamtsystems er-
héilt man aus Gl. (28) durch Wirkung der a’s und b’s
auf die Zustandsvektoren mit Benutzung der Ope-
rator-Eigenschaften und der Orthogonalitéits-Be-
dingung.

Fiir einen Absorptionsprozef3 beschreiben wir den
Anfangszustand durch ¥ (ngy, !) und den Endzu-
stand durch ¥ (np, — 1, 1'). ¥ ist jetzt ein Zustand
des Gesamtsystems mit nj, Oberflichenquanten
im Zustand L, M und einem Nukleon im Zustand /.
Andere Quanten und Nukleonen sind auch vorhan-
den, nehmen aber nicht an diesem Prozel} teil. Der
Absorptionsprozel3 besteht aus der Vernichtung
eines Oberflichenquants im Zustand L, M, der Ver-
nichtung eines Nukleons im Zustand /, und der Er-
zeugung eines Nukleons im Zustand /. Wenn wir
jetzt H' auf diese Anfangs- und Endzustandsvekto-
ren anwenden, erhalten wir fiir die Matrixelemente
der Absorption:

LM
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2nomg

l"nLJI -C (l3 m; L7 A‘l[’ l,’ m’)& (29)

y 2 1/
-y

wo (' die Wechselwirkungsenergie zwischen der
Oberfliche und den Nukleonen bedeutet. Es ist
C= % j Ylm (19) (P) YLJI (9’ (D) Yl’m’ (’9,:‘7)') dQ.
P (30)
Fiir einen Emissionsprozel3 beschreiben wir den
Anfangszustand durch ¥ (ngy, ') und den End-
zustand durch ¥ (npy + 1,1). Hier besteht der
Prozef3 aus der Erzeugung eines Oberflichenquantes
im Zustand L, M, der Vernichtung eines Nukleons
im Zustand I’ und der Erzeugung eines Nukleons im
Zustand [. Fiir diese Emissions-Matrixelemente er-
halten wir:
31)
Vnpayy +1 -C(lym; LM U m').

.21/ Lr
Hipy= R l/ 2unowr

Wir wollen zunéchst die obenstehenden Matrixele-
mente genauer betrachten. Hierzu muf} das in der
Wechselwirkungsenergie enthaltene Integral

g= j‘ Ylm (07 90) YLJI (@’ d)) Yl’m’ (19,7 ‘P’) dQ
F

1 i ;
= TETJ PPy -mPrsinddd  (32)
0

ausgefithrt werden. Dies ist in verschiedener Weise
moglich 1% 11, Wir stellen die Ergebnisse dieser Inte-
gration zusammen. Man erhélt zwei Auswahlregeln,
die der Erhaltung von Drehimpuls und Paritét ent-
sprechen:

|L—1l]|sl=|L+1],
L+1+0V=2a («xganze Zahl).

Fiir das Integral selbst ergibt sich folgender Aus-
druck (Gauntsche Formel)!?:

(—1p—L—m©2a—20)al

glym;Lym —m;l',m) =

T V2a (a— L) (a— 1! (a—1U)! (2 & + 1)!

. l/Tz’?:TiY(il L@V DE—m) (L +m —m) (+ m)! —m)!
20+ m) (L—m' 4 m)!

. 3 {—11F

W +m +v) ' (L+1—m —)!

p —m — v (L—1l+m +v)!l—m—r)!p!

10 L. Infeld u. T. E. Hull, Rev. mod. Physics 23,
21 [1951].

(33)

11 J. A. Gaunt, Trans. Roy. Soc. Canada, Sect. A
228, 151 [1929].
12 Vgl. Anm. 11, GL. 25.
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Diese Funktion kann nur fiir spezielle Werte be-
rechnet werden, fiir praktische Zwecke sind Tabel-
len notwendig. Numerische Werte fiir diese Funktion
sind (bis auf einen Normierungsfaktor) von Con-
don-Shortley fiir kleine Werte von [, I, L tabel-
liert worden3. Die Kopplungsenergie hat jetzt fol-
gende Form:

R* kk’
2 I

Aus den Matrixelementen, Gl. (31), kénnen wir
jetzt mit der zeitabhingigen Stérungsrechnung die
Lebensdauer eines Nukleonenzustandes berechnen.
Fiir die partielle Breite eines Zustandes, die der
Wahrscheinlichkeit fiir spontane Emission eines
Oberflichenquantes entspricht, bei der das Nukleon
von I’ — [ geht, erhilt man (35)

L g (wr) m) |2,

I'y=—-—>+—-1C(,m;Lym —m';l',m

Diese Formel setzt voraus, da3 die Dichte der Zu-
stande L, M sich einem Kontinuum annahert. Diese
Bedingung ist allerdings nur ndherungsweise erfiillt:
Erstens ist die Dichte der Frequenzen ¢ (w;) prak-
tisch nur fiir schwere Kerne kontinuierlich, nicht
aber fiir leichte Kerne, zweitens beschrinken die
Auswahlregeln die Anzahl der erreichbaren Zu-
stande L, M.

Die Dichte der Oberflichen-Frequenzen p (w;) ist
bei Bethe® (fiir groBe L) angegeben:

= (l,m; Lym’ —m;U',m). (34)

8 oy .o\t
g(wL)ZIRZwL“-(;) . (36)
Wir erhalten also fiir die ,,partielle Breite*:
8a LC? o \%
e e s e gl S 37
In="3 - (4)" (37)

Diesen Ausdruck, Gl. (37), konnen wir iibersicht-
licher schreiben, indem wir in der Kopplungsenergie
Gl. (35) A2 kk’' /2 M durch die Fermische Grenzenergie
ersetzen, d. h. durch E, .~ 21 MeV. Mit Einsetzen
der Werte fiir u, [Gl. (3)], wy, [Gl. (4)] und des Mit-
telwertes von ¢* erhalten wir

64 72

Ezmax g_2
P —— .~

G
Die Gesamtbreite eines Nukleonenzustandes I’ er-
hilt man dadurch, daB man die partiellen Breiten

MeV. (38)

13 E.U. Condon u. G. H. Shortley, The Theory
of Atomic Spectra, Cambridge University Press 1951,
S. 178.

14 M. Goldhaber u. E.Teller, Physic. Rev. 74,
1046 [1948].
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iiber alle moglichen (niedriger liegenden) Zustande
summiert :

I'y=2Ty,.
TS
Die Gesamtbreite eines Nukleoniiberganges I’ — [
ist die Summe der Breiten des individuellen Ni-
veaus

r=r,+1,.

Wir sehen, dal die Ausrechnung der Gesamtbrei-
ten schon infolge der verschiedenen Summation
iiber die / sehr komplizierte Ausdriicke ergibt. Wir
werden uns auf die Partialbreite, Gl. (37), beschran-
ken.

Die Abhéngigkeit der Breite I';; von A ist in den
Termen g2 und G enthalten. Die Oberflichenener-
gie G ~ A% sorgt dafiir, daB die Dimpfung mit A=%
abnimmt. Der Kopplungsterm ¢ hingt von L, [, I’ in
einer uniibersichtlichen Weise ab [Gl. (33)], nimmt
jedoch mit 4 etwas zu, so daB die Gesamtabhéngig-
keit der I'y; vom 4 im einzelnen nicht zu iibersehen
ist; sie nehmen etwas schwicher als 4=% ab. Man
kann aber diesen Ausdruck grob numerisch ab-
schitzen fiir bestimmte Werte von g, wenn man
Werte aus der Tabelle von Condon und Short-
ley® benutzt. Man erhélt z. B. fir ' > l=f-p
und ahnliche Uberginge einen Wert g2 < 0,10. Dies
ergibt eine Breite von der Gréenordnung < 20 MeV
und entspricht gréBenordnungsmafig den betrach-
teten Breiten im (y, n)-Prozel (4—6 MeV)4 15, 16,
Wenn man g2 aus den experimentellen Werten be-
stimmt, erhilt man g2 ~ 0,02.

Nach diesem Modell wird man erwarten, da3 die
Breite der (y, n)-Resonanz durch die Kopplung der
Nukleonen mit der Oberfliche entsteht; d. h. die
vom elektromagnetischen Feld herrithrende geord-
nete Bewegung wird durch Vermittlung der Ober-
flache in ungeordnete umgewandelt. Es ist méglich,
daB die betrachteten Breiten nicht vollstindig der
Dampfung entsprechen, sondern dafl ein Teil von
einem anderen Effekt herriihrt (s. Teil IT).

Obwohl wir (wegen der komplizierten Form von g)
die Dampfung nur gréoBenordnungsmaBig abschét-
zen konnen, haben wir doch durch die Berechnung
ein besseres Verstandnis fiir den Mechanismus der
Dampfung und der Einstellung der Gleichverteilung

15J. H. D.Jensen u. H. Stelnwedel Z. Natur-

forschg., Ha, 413 [1950].
16 J.S. Levinger u. H. A. Bethe, Physic. Rev. 78,
115 [1950].
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im Kern durch Emission und Absorption von Ober-
flachenquanten erhalten.

Die Dampfung 1a63t sich auch in einer sehr an-
schaulichen Weise abschitzen. Die Breite " ist die
reziproke Lebensdauer zwischen zwei Zusammen-
stoBen. Also wird fiir unser Modell (entartetes
Fermi-Gas):

I h h? k

2 M
wo f die Wahrscheinlichkeit ist, daf3 ein Nukleon in
einem Stol} mit der Oberfliche seine Energie abgibt
und 1 die freie Weglinge im Kern ist, die, wie wir
frither gezeigt haben, ungefihr gleich dem Kern-
radius ist. Wir setzen k ~ k<, 4 ~ R und erhalten
(£ in MeV):

hy
T A

X

I
2

~ 3 f l“jgumx’ 44, (40)

Aus diesem sehr anschaulichen Beispiel folgt, dafl
I' ~ A% ist.Weiter kénnen wir die Stowahrschein-
lichkeit f groBenordnungsméifBig festlegen mit Be-
nutzung der experimentellen Werte. Unter der An-
nahme, daf} die betrachteten Breiten (4—6 MeV)
vollstandig der eben erorterten Art der Dampfung
entsprechen, wird dann f~ 0,3.

Teil 11

Im Teil I haben wir das Modell der unabhiangigen
Teilchen diskutiert, in dem die Wechselwirkung zwi-
schen den Nukleonen iiber die Oberflichenschwin-
gungen vermittelt wurde. Diese Wechselwirkung
sorgt dafiir, daB sich die Gleichverteilung der Energie
zwischen allen Nukleonen-Freiheitsgraden schnell
einstellt. Bei der Anwendung dieses Modells auf ein
bestimmtes Problem benutzen wir zunichst das
Modell der unabhingigen Teilchen in der iiblichen
Weise und fiihren den Effekt der Oberfliche erst ein,
wenn die Lebensdauer der Nukleonenzustinde wich-
tig wird.

Wir wollen jetzt ein Problem betrachten, das sich
sowohl mit dem Modell der unabhéngigen Teilchen
als auch mit dem Tropfchen-Modell behandeln 146t,
namlich die (y, n)-Reaktion. Dieses Problem wurde
schon am Ende von Teil I erwdahnt im Zusammen-
hang mit der Verbreiterung der Niveaus durch die
Nukleon-Oberflichenwechselwirkung. Dabei war bei
schweren Kernen die Lebensdauer eines Nukleonen-
zustandes explizit durch die Wahrscheinlichkeit
der spontanen Emission eines Oberflichenquantes
gegeben. Dieser (y, n)-Prozel spielt sich in unserem
Modell folgendermaflen ab:

REIFMAN

Durch Absorption eines y-Quantes wird ein Nu-
kleon von einem Zustand [ in einen Zwischenzu-
stand I’ gebracht. Der angeregte Zustand I’ geht
durch Emission eines Oberflaichenquantes im Zu-
stand L, M zu einem Zustand [”” iiber, der im allge-
meinen verschieden von dem Grundzustand sein
wird. Die Energie des absorbierten y-Quantes wird
dann durch die Oberflichenschwingungen auf alle
Freiheitsgrade des Kernes verteilt, und die Teilchen
werden einen Gleichgewichtszustand erreichen.
Nachdem das Gleichgewicht erreicht ist, zerfallt der
Kern durch y-Emission. Bei stirkerer Anregung er-
reicht das Nukleon-Fermi-Gas eine hohere Tempe-
ratur, die zur Verdampfung nach der Theorie von
Weillkopf!? fithren kann. Andere Prozesse kénnen
bei diesem Modell in ahnlicher Weise wie der (y, n)-
Prozef3 behandelt werden.

Hiernach sollten y-Quanten an Kernen im allge-
meinen inkoherent gestreut werden, d. h. es ent-
steht ein ,, Kern-Raman-Effekt* als eine Folge der
Oberflichenschwingungen.

Die Behandlung des Problems der y-Streuung
(v, n-Prozef}) mit diesem Modell sieht nach der obi-
gen Diskussion zundchst etwas kompliziert aus.
Aber es zeigt sich, dafl mit der Einfithrung bestimm-
ter Annahmen die Rechnung ganz iibersichtlich
wird. Wir vernachléssigen zuerst die Compton-Ver-
schiebung, weil fiir (y, n)-Prozesse bis zu 100 MeV
hiv/M ¢ < 1ist. Alsnéichstes betrachten wir die kohé.-
renten Streuprozesse und beriicksichtigen dann die
Wirkung der Gesamtdampfung I auf diese Streu-
prozesse. Es ergibt sich, dafl der kohérente Streu-
querschnitt sehr klein gegeniiber dem Gesamtab-
sorptionsquerschnitt und dafl der Gesamtabsorp-
tionsquerschnitt fiir y-Quanten proportional zur
Gesamtdampfung /" ist. In die Gesamtdampfung I’
gehen alle inelastischen Prozesse ein (z. B. Kern-
Raman-Effekt, Erhitzung des Kerns usw.).

Da in die Gesamtdampfung wesentlich die spon-
tane Oberflichenemission eingeht, ist die Niveau-
breite der Zwischenzustande keineswegs allein durch
die iibliche Strahlungsdampfung gegeben. Fiir die
Niveaubreiten angeregter mittelschwerer Kerne ist
im Gegenteil nur diese Oberflichenemission wichtig.
Daher beschreiben wir die ,,Niveau-Breite* allein
mit der Oberflichen-Emission. Das Problem haben
wir damit auf eine solche Form gebracht, daf} es mit
dem Modell der unabhiéngigen Teilchen behandelt
werden kann.

17V, Weillkopf, Physic. Rev. 52, 295 [1937].
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Bevor wir mit unserer Rechnung beginnen, wollen
wir die bisherigen Untersuchungen iiber die (y, n)-
Prozesse besprechen.

Experimentell wurde in letzter Zeit bei diesen
Prozessen ein Maximum des Wirkungsquerschnittes
in der Nahe von 20—30 MeV mit einer Breite von
4—6 MeV von verschiedenen Autoren beobachtet !>
Dieses Maximum zeigt eine Abhingigkeit von der
Massenzahl 4, die in Abb. 2 aufgetragen ist.

Diese Abhangigkeit der Energie, bei der das Maxi-
mum des Gesamtquerschnittes liegt, vom Atomge-
wicht wurde von Goldhaber u. Teller!s sowie
von Jensen u. Steinwedel'® als ein Resonanz-
effekt gedeutet, der durch Dipolschwingungen von
allen Protonen gegen alle Neutronen zustande
kommt.

Goldhaber und Teller arbeiteten mit einem Mo-
dell, in dem die Protonen und Neutronen in ihrer
Gesamtheit sich wie durchdringbare Kugeln be-
nehmen, die gegeneinander Dipolschwingungen aus-
fiihren. Die riicktreibenden Kréfte kommen von der
Oberflache her. Das gibt eine relative Abhéngigkeit
der Resonanzfrequenz von 4 proportional zu 4=,

Jensen und Steinwedel haben dieses Modell
verandert, indem sie die oben erwihnten Dipol-
schwingungen hydrodynamisch behandeln. Hierbei
schwingen die Neutron- bzw. Proton-Fliissigkeiten
in einem Volumen, das durch die Oberfliche der
Kerne ,starr begrenzt wird. Die riicktreibenden
Krifte konnen aus dem Neutron-Proton-Exzef3-
Term in dem Ausdruck fiir die Kernbindungsenergie
entnommen werden.

Die hydrodynamische Behandlung fithrt zu einem
Eigenwertproblem, aus dem sich die Resonanzfre-
quenz zu B m = 60 A~ ergibt. Das ist in Abb. 2
aufgetragen, und man sieht, dall die relative Ab-
hingigkeit von 4 sehr gut mit den experimentellen
Werten iibereinstimmt, daf3 aber die Absolutwerte
ungefahr 309, zu klein sind. Jensen und Steinwedel
erhalten auch eine typische Dispersionskurve. Die
integrierten Querschnitte stimmen (von einem Fak-
tor 2 abgesehen) mit den integrierten Querschnitten
von Goldhaber und Teller iiberein.

In diesen phinomenologischen Modellen muf}
man die Dampfung der Protonen-Neutronen-Fliis-
sigkeitsbewegung durch eine Art innere Reibung
erklaren. Dadurch werden die geordneten Bewegun-
gen in ungeordnete Bewegungen umgewandelt, der
Tropfen wird aufgeheizt und gelangt zur Verdamp-
fung. Da kaum zu erwarten ist, dall eine quantita-
tive Behandlung der Dampfung als Fliissigkeitsrei-

bung durchgefiihrt werden kann, entnehmen Jensen
und Steinwedel die Werte fiir die Dampfung ihrer
Resonanzkurve dem Experiment.

Levinger und Bethe!” haben vom Standpunkt
des Modells der unabhingigen Teilchen die Dipol-
iiberginge betrachtet, wobei sie keine Spezialan-
nahme {iiber ,,Protonen-Neutron-Schwingungen‘
wie in den obigen Modellen benutzt haben. Die inte-
grierten photoelektrischen Wirkungsquerschnitte er-
hilt man mit Hilfe der Summensitze, und diese
stimmen mit den auf andere Weise erhaltenen Wer-
ten iiberein. Mittelwerte fiir y-Absorption wurden
auch gebildet, aber es ist keine Abhéngigkeit von 4
gefunden worden, die mit dem Experiment iiber-
einstimmt.

Wir werden ebenfalls mit dem Modell der unab-
hiangigen Teilchen beginnen, aber die Rechnung et-
was genauer durchfiihren als bei Levinger und Bethe
und zeigen, wie die eben erwihnten Resonanzen
(s. Abb. 2) zustande kommen koénnen und wie in
dem asymptotischen Grenzfall groBer Kerne unsere
Resultate mit den Resultaten des phdnomenologi-
schen Modells von Jensen und Steinwedel fast gleich
werden. Die Erklarung der Dampfung der Kern-
schwingungen in diesem Modell wurde bereits in
Teil I gebracht. Den Gesamtprozel8 kann man
,,Kern-Resonanz-Fluoreszenz mit Dampfung durch
die Oberflichenschwingungen‘‘ nennen.

1. Allgemeines iiber y-Querschnitte

Wir wollen jetzt die y-Streuprozesse mit dem Mo-
dell der unabhéngigen Teilchen, wie es im Rahmen
der vorstehenden Diskussion beschrieben wurde,
behandeln. In diesem Abschnitt werden wir dabei
keine speziellen Annahmen tiber die auftretenden
Matrixelemente machen. Wir betrachten mehrere
Teilchen mit der Ladung e und Masse M in einem be-
liebigen Potentialtopf.

In einem System, bei dem die Koordinaten der
Wellenfunktion der Nukleonen relativ zum Schwer-
punkt betrachtet werden, haben, wie Bethe!® ge-
zeigt hat, die Protonen eine dquivalente Ladung
¢(N/4) und die Neutronen eine dquivalente Ladung
— e (Z/A).

Wir wollen jetzt das Dipolmoment des gesamten
Kernes betrachten. Hierzu benutzen wir Wellen-
funktionen vy (2;, 2;), die Grundzustands- und ange-
regte Zustandsfunktionen des gesamten Kernes
sind. Fiir das Modell der unabhingigen Teilchen

18 H. A. Bethe, s. Anm. 6, S. 222.
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schreiben wir diese Funktionen als Produkte iiber
die Ein-Teilchen-Wellenfunktionen der Protonen ¢
und Neutronen j, wobei wir die Antisymmetrisie-
rung spiter einfiihren.

Yo (2, 25) = {71!7 Unp; (2;) Unj (25) - (1)

Wir konnen jetzt das Matrixelement fiir das elek-
trische Dipolmoment des Gesamtkernes in den obi-
gen Wellenfunktionen ausdriicken. Weil bei einem
Ubergang nur ein Teilchen seinen Zustand dndern
kann, schreiben wir statt des Produktes Gl. (1) ein
Matrixelement in folgender Form:

Zyy = [u, (2) [% Z z; — ; Z z,] u, 2)dr. (2)

Darin schreiben wir X fiir die Summation iiber die
1

Protonen-Koordinaten und X fiir die Summation

7}
iiber die Neutronen-Koordinaten. Wir fithren dann
die Oszillatorstiarke ein:
2M

me’ == e (En’ - En) IZn'n | %, (3)

Fir den Wirkungsquerschnitt der kohérenten
Streuung gilt die bekannte Forme]!% 20:

fnn' 2

Dieser Querschnitt ist natiirlich nur giiltig fiir -
Frequenzen, die weit von der Resonanz entfernt
sind.Wenn die y-Frequenz in der Nihe der Resonanz
liegt, geniigt, wie bekannt ist, die obige Storungs-
naherung nicht mehr, und die Diracschen Differen-
tialgleichungen miissen genauer gelst werden.

Nach dem Wigner-Weillkopf-Verfahren erhalt
man fiir den gesamten Absorptionsquerschnitt unter
Benutzung der Oszillatorstérke:

2 7 e? fanr I
o 2 e ©
7 [(op — op) — o)+ (—2—)

et ot
ct M2

8n
OStreu. = ~3

Oabs. =

wo I' die Totalwahrscheinlichkeit fiir die spontane
Emission eines y-Quants ist. In unserem Fall ist I
die Summe der elektromagnetischen Dampfung und
der Oberflichendampfung. Im allgemeinen kann
man die elektromagnetische Dampfung gegen die
Oberflichenddmpfung vernachlissigen.

Die Resonanzstreuung ergibt sich aus Gl. (15) als

. Z( fan’ )
- I
P\ — (opy—op) + 15

2

2

27 e'w?
3 M

Ostreu. —

(6)

19 W. Heitler, Quantum Theory of Radiation, Ox-
ford University Press 1936, S. 137—141.
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Der Absorptionsquerschnitt setzt sich additiv aus
den Beitrigen der einzelnen Zusténde »’ zusammen,
nicht etwa der Streuquerschnitt.

Im allgemeinen sehen wir, dal die Auswertung
des obigen Resonanzquerschnittes komplizierte
Summationen iiber alle angeregten Zustande erfor-
dert. An dieser Stelle wollen wir jetzt sehen, wie
weit man mit Benutzung der Summensdtze die Quer-
schnitte oben explizit auswerten kann. In dieser
Weise erhilt man Resultate, die Aussagen iiber Di-
pol-Uberginge im allgemeinen ergeben.

Die bekannten Thomas-Reiche-Kuhn-Summen-
sitze fiir Atomhiillen, die man leicht beweisen kann,
lauten?!:

Z,'fnn’ =Z. (7)

Die Summe iiber alle Uberginge, die vom Grund-
zustand ausgehen, ist gleich der Anzahl Z von Elek-
tronen.

Die Summe der Oszillatorstarken wird:

; fanr = ; <%>2 [ Zinw 1* + ; (%)2 | Zijnw 12 (8)

Levinger und Bethe!? haben gezeigt, daf} die
Summe vergréBert wird, wenn die anziehenden Aus-
tauschkréafte zwischen Neutron-Protonen beriick-
sichtigt werden.Wir werden aber diesen Effekt nicht
in Betracht ziehen.

Wir koénnen jetzt die Summation in der Heisen-
berg-Kramers-Formel im Grenzfall hoher Frequen-
zen ausfithren und erhalten

8x et NZ 8ax (m)\2 [(NZ\2
e () () ()
und mit N =Z = 4/2 (9)
__ 8= ) ( m )2 A2
OStreu. — 3 Ty M) 16 °
wo8x/3r; = 6,57 -10~% cm? = 0,657 barn der Thom-
son-Querschnitt ist. Diese Formel stimmt mit den
von Jensen und Steinwedel!® erhaltenen Resul-
taten bis auf einen Faktor 2, der von einem Rechen-
fehler bei Jensen und Steinwedel herstammt, iiber-
ein.

Ein anderer Fall, wo die Summe ausgefiihrt wer-
den kann, ist der Absorptionsquerschnitt im Falle
eines kontinuierlichen y-Spektrums konstanter In-
tensitdt. Wenn man alle Priméarfrequenzen sum-
miert, erhdlt man in bekannter Weise den integrier-
ten Querschnitt?:

Ostreu. =

(10)

20 G. Wentzel, Hdb. d. Physik, 24/1, S. 740—784
(1933].



NUKLEONENBEWEGUNG UND OBERFLACHENSCHWINGUNGEN DER KERNE

2ne*h 2ne*h (NZ
tun, = 25 X hw = 25 () (D
n
und mit N =27 = A4/2
weth

Oabs. = 537 ¢ -4 =0,015MeVbarn. (12)
Das ist identisch mit den Resultaten von Bethe!?
und stimmt auch iiberein mit Goldhaber und
Teller!> sowie Jensen und Steinwedel!® (bis
auf den eben erwihnten Faktor 2).

Wir haben gesehen, wie in einer sehr einfachen
Weise in bestimmten Grenzfillen die Summation
iiber die Oszillatorenstirken ausgefithrt werden
kann und Resultate erhalten wurden, die mit ande-
ren Untersuchungen iibereinstimmten.

Unm iiber das Verhalten des Wirkungsquerschnit-
tes mehr zu erfahren, ist es jetzt notwendig, ein spe-
zifisches Modell einzufithren. In Abschn. 2 fiihren
wir wieder wie in Teil I ein kugelsymmetrisches Po-
tential ein und werten unsere Gleichung fiir dieses
Potential aus.

2. Kernsummensatze in Kugelsymmetrie

Wir betrachten jetzt das Modell der unabhingi-
gen Teilchen. Wir werden keine Annahme iiber die
Form des Potentials machen auBer der Kugelsym-
metrie.

Die Ein-Teilchen-Wellenfunktionen im kugelsym-
metrischen Potentialtopf lauten:

y]nlm :Rnl (7‘) Ylm(01 (D) ’ (13)

wo Y,;,, (0, @) die normierte Kugelflichenfunktion,
die in Teil I definiert wurde und R, (r) die nor-
mierte Radial-Wellenfunktion ist.

Jetzt betrachten wir eine ebene und monochro-
matische elektromagnetische Welle (4 > R) und wah-
len die Polarisation in der z-Richtung des Kerns. Die
Gesamtwellenfunktionen werden wieder als Pro-
dukt von Wellenfunktionen Gl. (1) geschrieben. Die
Antisymmetrisierung wird spiter in dem Niveau-
schema beriicksichtigt werden. Unsere Dipol-Matrix
reduziert sich wieder auf eine Matrix von Ein-Teil-
chen-Wellenfunktionen. Diese Dipol-Matrix schrei-
ben wir

(n',UV,m |2|n,l,m)

= j,,,,;,,m, [(%) Z 5y — (;) Z z,] Yamdz. (14)

Wir wollen den Proton-Teil X' z; zuerst allein be-

handeln, weil der Neutron-Teil sich nur durch den
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Faktor (Z/4) unterscheidet. Wir schreiben jetzt fiir
den Proton-Teil:

R
N
(n/ﬁ l’7m’ lzi ' n, l7 7"’) = Z _Zj ‘Rn'l' ‘Rnl rl? d r;
¢ 0

-JjYl;,,,Y,mcosOsin0d0d(17‘ (15)
00

Nach Einfithrung der Definition der Kugelflé-
chenfunktionen

1 .
Yl,m (0, (D) = -‘/2—5 leebm D

ergibt sich die m-Auswahlregel sofort als A m = 0.
Die l-Auswahlregel ergibt sich in bekannter Weise
zudl=+1.

Mit diesen Auswahlregeln erhalten wir aus Gl. (3)
folgende Matrix-Elemente:

(', 1+ 1,m|z;|n,l,m)
1) @+ 1)2—m?

VeI F3) eI+
(', 1 —1,m|z;|n,l, m)

[ r—mr

N
=Verrner—o ("’l—llriln,l)<j>. 17)

.14+ Lir im0 (), 16

Alle anderen Matrix-Elemente auBler diesen sind
gleich null. Die z- und y-Komponenten tragen nichts
bei.

Die Radial-Matrix-Elemente Gl. (16) und GI. (17)
sind definiert als:

R
(n',lil[r,.|n,l)=ZjRn:,,i1RMr§dri. (18)
i

Wir sehen, daB die einzig moglichen Uberginge
die von ! nach I 4+ 1 oder I — 1 sind, wobei n sich
beliebig éndern kann.

Wir wollen die Oszillatorstirke finden. Dazu miis-
sen wir zuerst die Quadrate der Gln. (15) und (16)
bilden und dann iiber alle méglichen Orientierungen
des Kerns, d. h. iiber alle m mitteln.

(19)

, 1 1+1 i

(n’,l—}—][zi]n,l)zzg———z%‘_l (v, 1+ 1]r;|n,1)?
1 1+1

n,1—1]|z|n,l)?= (n',1—1|r;|n, 1)

(20)

Die Oszillatorstérke fiir den Proton-Teil (X'z;) Gl. (7)
1

wird

3 21+1

2M
fi(n', 14+ 1;n,1) :_nT(En’,l+1 —E,,)

o
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2M

fi (n, l—1; "l,«l) = Rz (En’,l— 1 En,l)

N2
c(n,l—1]z|nl)? (I) . (22)

Fir die Oszillatorstirke aller Nukleonen addieren
wir denselben Ausdruck fiir die Neutronen, indem

A. REIFMAN

wir (N/A) durch (Z/A4) ersetzen. Die Ausdriicke GI.
(21), (22) sind ,,partielle” Oszillatorstirken, d. h.
Oszillatorstirken fiir Ubergiinge mit verschiedenen
n’, aber mit einem bestimmten . Die , partielle
Oszillatorstirke fiir Uberginge (I - I + 1) jetzt fiir
Protonen und Neutronen ist

2M 1

, 21 l+1
f(n’l_I—l;n:l):?(En’,l;«l_En,l)

3 21+1
Fiir Uberginge (I -1 — 1) gilt

2M 1 l

fo,t—Lin ) =— By = En)) 3 571

N

2 Z \2
I) ®,l+1lr;|n, l)ﬁ—}-(I) W, l41]r;|n, l)2].

(23)

N \2 ¥ i 2 Z N\ ’ 2
[(I) (r', 0 —1]r;|n,0)* - (I) (n,l—”"ilnal)]-

(24)

Wie gesagt, sind dies die ,,partiellen* Oszillator-
starken fiir Kerne mit Kugelsymmetrie.

Summensitze fiir die obigen partiellen Oszillator-
stirken findet man sehr leicht. Im Grundzustand
eines Kerns sind fiir ein bestimmtes [ alle zu diesem
I-Wert gehorenden Niveaus bis zu einer maximalen
Radial-Quantenzahl n (1), mit 2 (27 + 1) Teil-
chen besetzt. Mithin muf} die Summe Gl. (23), (24)
nicht nur iiber n’ (angeregte Zustinde) ausgefiithrt
werden, sondern auch iiber alle als Grundzustand
besetzten Niveaus =, [.

Um die Summe iiber n’ auszufiihren, benutzen
wir die bekannten Summensitze fiir die partielle
Oszillatorstarke in Atomhiillen2!:

Zheia=—@1=1), (25
Zhe 1= (2143). (26)

Die Summen beziehen sich auf alle Uberginge mit
gegebenem (1), die vom Grundzustand ausgehen.

Die Summe der partiellen Oszillatorstarken tiber
n’ wird (Protonen-Teil) mit GIl. (24)

2,1 —1;n,1)

- = 11 N\
——2@21+1) 21— ”?W(I)' (29)

In dhnlicher Weise erhilt man fiir (I -1+ 1) mit

Gl. (13)

2,14 1;m,1)

:2(2l+1)(21+3)§—2l——,‘:l_ I) (30)

1 1+1 (N'—’

Also lautet die Gesamtsumme iiber die Oszillator-
starken des Kerns GI. (29) und GI. (30):

21 H. A. Bethe, Hdb. d. Physik 24/1, 434 [1933].

XX, l—1in )+ f(n, 14+ 1;0,0)].  (31)

1
Die Summation iiber #’ in Gl. (31) kann jetzt aus-
gefiihrt werden mit Gl. (29), (30), und die Summe
reduziert sich auf

N2 _
%§[<1> NHHH(E) 2(2z+1)]. (32)
Die Summe iiber » erhilt man als
<%>l Z n (l)nlux 2 (2 1+ 1)
l
Z \2

Die Summe iiber / gibt im ersten Term die An-
zahl Z der Protonen, im zweiten die Anzahl N der
Neutronen. Also ist die Gesamtsumme

N2 'z, NZ
(I)ZWL(I)A*T'

Wir miissen jetzt den Einflul des Pauli-Prinzips
auf die Summensitze beriicksichtigen. Weil alle Zu-
stinde bis zu einem maximalen Impuls besetzt sind,
sind alle Uberginge zu Niveaus, die unter diesem
Maximum liegen, verboten, d. h. es sind nur Uber-
ginge zu Niveaus oberhalb des hichsten erlaubt.
Da jedoch die Oszillatorenstirke nach Gl. (18) anti-
symmetrisch ist,

(34)

f@, U;nl)y=—fm1l;n,0), (35)

kann die Summation iiber die Zwischenzustidnde
trotzdem iiber alle Niveaus, ob besetzt oder un-
besetzt, erstreckt werden, weil dann die Ubergéinge
zwischen besetzten Niveaus sich bei der Summa-
tion aufheben.
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Wir konnen jetzt den Absorptionsquerschnitt
Gl. (5) bei einem kugelsymmetrischen Topf in fol-
gender Weise schreiben:

lmax  Mmax 0

2

I=0n=1 =1

2 7t e?
Oabs. = Me

(36)

[<§_)2 (ie1+ fi—1): + (i—)z i1+ fl—l)a] r

bl

2
[0 — (0p — on)]® + (;)

wobei die Abhangigkeit von f von z, #’, lin den Gln.
(29) u. (30) gegeben ist.Wir haben oben gezeigt, da$3
der Ausdruck (36) im Zahler allein summiert, zu den
Summensitzen Gl. (34) fiithren wiirde. Hier steht
jedoch der Nenner gleichzeitig in der Summe und
die Auswertung Gl. (36) kann mit den oben abge-
leiteten Summenséitzen nur im Grenzfall héherer
y-Frequenzen () erfolgen. Diese Grenzfallauswer-
tung mit den Summensitzen wird in der weiteren
Rechnung als Kontrolle wichtig sein. Die Oszillator-
stirke kann man namlich im allgemeinen nur
naherungsweise explizit ausrechnen, was wir im fol-
genden fiir den Fall des unendlich tiefen Topfes tun
werden. Diese f-Werte werden wir in die obige
Summe einsetzen. Den Wert, der sich so fiir die
Summe ergibt, werden wir zur Kontrolle verglei-
chen mit dem Ausdruck Gl. (33), der ohne explizite
f-Werte erhalten war. Wie bemerkt, ist diese Kon-
trolle nur im Grenzfall hoher Frequenzen moglich.

Das besonders einfache Modell des unendlich tie-
fen Topfes nehmen wir an, weil wir so eine gewisse
Analogie zu den phinomenologischen Annahmen
von Jensen und Steinwedel haben und unsere Resul-
tate mit denen der genannten Autoren vergleichen
koénnen.

3. Ausrechnung der Oszillatorstirke und
des Wirkungsquerschnittes

Wir wollen jetzt fiir einen unendlich tiefen Po-
tentialtopf die Oszillatorstirke explizit ausrechnen.
Wir werden zeigen, daf3 die Summe der niherungs-
weise erhaltenen Oszillatorstiarken sehr schnell kon-
vergiert, und dal} die Summe mit dem ersten Term
angenihert werden kann. Die Summe wird jetzt mit
den Summensitzen verglichen und mit Beriicksich-
tigung des Pauli-Prinzips in asymptotischer Form
ausgerechnet.

Zuerst wollen wir die Matrix-Elemente Gl. (16),
(17) fir Dipoliibergiinge in einem wunendlich tiefen

Topf finden. Die normierte Ein-Teilchen-Radial-
funktion fiir diesen Topf lautet:

Rusr) = N, |/ s i hr). 30)
Die Matrix-Elemente Gl. (18) lauten, wenn wir

jetzt die Summe iiber ¢ durch die Anzahl der Pro-
tonen des Niveaus 2 (217 + 1) ersetzen:

(0", 1 |7y |, 1) (38)

R
=221+1) —;— Vik J Ty, (Br) Ty oy (k) r2dr.
0

Obwohl wir die halbzahligen Bessel-Funktionen
in geschlossener Form mit den trigonometrischen
Funktionen ausdriicken kénnen, wird die Integra-
tion umstdndlich, und wir gehen lieber zu einer
asymptotischen Entwicklung iiber. Das ist eine ver-
niinftige Annaherung, weil in den von uns betrach-
teten Fillen £ B > > 1 ist (mehrere Knoten im
Topf). Die asymptotische Entwicklung lautet?22:

nl

~1/.2 .. al
Ji, (k)= L/m [Sln(kr— 2)
1L @41 1 -
+ 3= s (b= F)
: <k nl)
a2 AT ] (39)
T 20 —2)! 2 (kr)?

Das Restglied ist von der Gréfenordnung der
vernachlassigten Terme. Bricht man mit dem ersten
Glied ab, so wird es

li+1)
~ 2kKR

(I—nig+ 1+ 2)
SkR

nd ~

fiir das Abbrechen mit dem zweiten Term. Man
sieht, daB3 der Fehler mit [ wachst.

Aus Griinden, die spiter klar gemacht werden,
benutzen wir die ersten zwei Terme in der Ent-
wicklung und fiihren die Integration in Gl. (38) aus.
Zur weiteren Vereinfachung der Ergebnisse benutzen
wir den asymptotischen Ausdruck fiir die Nullstel-
len der Bessel-Funktionen:

l
kR~>:'L'(7L—}—E'>.

Die Benutzung dieser Naherung fiihrt natiirlich zu
schlechter Ubereinstimmung mit dem exakten
Eigenwert fiir kleine Werte von »n und grofle .

22 .N. Watson, Theory of Bessel Functions, 1922,
S. 53, 199.
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Die Matrix-Elemente in dieser asymptotischen Naherung lauten (N = kR /x) (40)
, K NN’ I+ 1) N’ A+1)I+2) N
(n’l+1|r|n1l)_R[n_2 (Nfg_A72)2 - .7'52 N(N/Z_Nz) 572 ]V'(N’Z——Nz) +"':|:
, _ 4 NN’ L(I+1) N’ ll—1) N )
(n’l— 1 |rln’ l)——R [J_Z (AT’Z_ANYZ)Z - nZ N(AT’Z_ANZ) + nz N’ (N’?_NZ) + "':I M (41)
Die gesamte Oszillatorstéirke (Protonen und Neutronen) kénnen wir mit Gl. (21), (22) bilden als
N\2| 2 2
forn = () [5 e+ vho @y + 3, @],
Z\2 2 2
+H ) |00 S L, @)
3
worin die erste Klammer fiir Protonen und die zweite fiir Neutronen gilt. Hierbei ist
— 16 N2 N? t+1)(1+2) N2 L(l+1) N2 .
fl+1 Z\ N)_ 2 I:(Awg_Ng)g 2 (AT/Z_ATZ)g - 9 (Nzg_Nz)z e "']7 (43)
S 16 N2 N2 ll—1) N2 1(l1+1) N2
fl~l N N)=— [(Nfz N2)3 2 (N2 — N2)2 - 2 (N2 — N2)2 + ] . (44)

In der asymptotischen Form der Eigenwerte ist
der erste angeregte Zustand N’ = N + %. Wir sehen
also, dal3 der erste Term GI. (43), (44) die GroBen-
ordnung N hat, der andere Term aber nur von [ ab-
hiangt. Der erste Term éndert sein Vorzeichen mit
der Differenz N’ — N, so daB3 bei der Summation
von diesen Termen in erster Naherung nichts iibrig-
bleibt. Aus diesem Grunde haben wir oben die
zweite Naherung mitgenommen, die einen endlichen
Beitrag liefert. Wir sehen auch, dal die Gln. (43),
(44) antisymmetrisch sind, so dafl das Pauli-Prin-
zip beriicksichtigt ist.

Wir bemerken ferner, daB3 die Gln. (43), (44) in
N’ sehr schnell konvergieren. Schon der zweite
Term in N’ ist um einen Faktor 8 oder mehr
kleiner als der erste. Das ist sehr giinstig, weil wir
uns jetzt bei Summation iiber N’ mit dem ersten
Term begniigen koénnen, ohne die bisherige Néahe-
rung zu verschlechtern. Wenn wir die obigen Gln.
(43), (44) iiber N’ summieren, kénnen wir diese
Néherung mit dem Resultat in GI. (29), (30) ver-
gleichen.

Fir die Summation der asymptotischen Aus-
driicke tiber N’ bei gegebenen () und (I) schreiben
wir

o 1 (45a)
Zf NNy = Z FLNY+ D) fLAY.
Nty x': N—1,

Nach der obigen Diskussion ersetzen wir diese Sum-
men durch die Hauptterme, und das gibt

Z fN,N)~f(N.N+%) + f(N.N—1). (45b)
N’

In dieser Ndaherung erhalten wir fiir die Summa-
tion iiber N’ in den Gln. (43) u. (44):

6
Dha W N~ —=20+1), (450
&
D ho (NN~ — % 21. (454)
N’ 4

Es stimmen diese Ergebnisse fiir grole / bis auf den
Faktor 16 /7% mit den exakten Summen iiberein. Das
geniigt uns fiir unsere Zwecke, weil wir Resultate
erhalten wollen, die mit dem Jensen-Steinwedel-
Modell verglichen werden koénnen, und das heif3t,
daB wir zu asymptotisch groen Kernen iibergehen.

Wir betrachten jetzt N = Z = A4/2, und die Oszil-
latorstarke vereinfacht sich zu:

FOV N =5 0+ 1) [fr 4 (VN

1
5 Ll (N, V)],
Der Absorptionsquerschnitt wird aus Gl. (36):
fWN,N, )T

= [ (3]

wo I als konstant betrachtet wird und »,, aus Gl.
(36) durch folgenden Ausdruck ersetzt ist:
h h m?

s e KB = 53 V-

(46)

Oabs, = (47)

2 me?
Mec

h n?
2 M R?

(48)

0y, =

Das ist jetzt der Absorptionsquerschnitt fiir
asymptotisch groe Kerne im Modell des unendlich
tiefen Topfes. Bevor wir weitergehen mit der Aus-
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fiihrung der Summation ist noch folgendes zu er-
wihnen:

Fiir dies sehr einfache Modell haben wir uns na-
tirlich beschrinkt auf asymptotische Resultate.
Aber wir sehen, wie man im Prinzip fiir jedes Modell
den Querschnitt ausrechnen kann.

Man berechnet die Oszillatorstiarke fiir ein be-
stimmtes Modell und stellt die Giite der Naherung
fest durch Vergleich mit den Summensitzen im
Grenzfall hoher y-Frequenzen. Das Hauptproblem
ist dann die Ausfithrung der Summation von Zéahler
und Nenner zusammen. Jeder Term der Summe gibt
eine Resonanzkurve; diese superponieren sich in
komplizierter Weise und ergeben eine Gesamtdis-
persionskurve, deren Form im allgemeinen ver-
schieden von der normalen Resonanzkurve sein
wird.

Wir wollen jetzt die einzelnen Summationen in
Gl. (47) naher betrachten. Wir haben friiher gezeigt,
dall wegen der Giite der Konvergenz der Oszillator-
stairkesummen in N’ die Summe iiber N’ durch den
ersten angeregten Zustand ersetzt werden kann,
d.h. N =N + ¥%. Als Folge des Pauli-Prinzips ist
der einzig erlaubte Ubergang der, der von dem héch-
sten besetzten Niveau ausgeht. Also N’ = N .+ %.

Die Summe iiber N fiihrt iiber besetzte Niveaus
und fillt nach dem Pauli-Prinzip auch weg. So
bleibt nur eine endliche Summe iiber [ iibrig:

h

NN, ) I
Z 2 I 2

V2 _ N2?) — « -

[ZMRZ(A N?) ()]-1—(2)

mit N’ = Npax + %.

2 7 e?
Me

Oabs, =

(49)

Wir werden zuerst den Nenner ausrechnen. Die Re-
sonanzenergie entsteht durch folgende y-Energie :

(N max %);
(50)

Npax entspricht dem Maximalimpuls, bis zu wel-
chem der Kern aufgefiillt ist, und ist abhingig
von der Anzahl der Protonen Z. Diese Abhéngigkeit
wurde in Gl. (33) benutzt bei Auswertung der Sum-
mensitze: Z = X n ()pax 2 (21 + 1), d. h.

N3 -—D+5E -1

h2 n2

( 9,26 n%
2 M R?

Nz _]\'2) = A%

h(l)o =

FTN—2)+9N —2)+.... (51)
Wir sehen leicht, da8 dann (fiir groe N)
VA
- ~ 132 N (52a)

519

1,

A
und mit N =2 = —

5 daB Ny~ W (52b)
Die Resonanzenergie wird (B = 1,5 - 10-13 4%)
9,26 72 A% _ _y =
i (OF ] A% _I,T?) ~ 5334 ", (53)
Jensen und Steinwedel erhalten
hwo~ 604 % (54)

mit dem Kernradius (R = 1,42 - 10-13 4%). Wenn
wir diesen Kernradius in Gl. (50) benutzen, so fin-
den wir

hawg~ 59,547 %, (55)

Unsere asymptotische Naherung entspricht also
erstaunlich gut dem phidnomenologischen Modell
von Jensen und Steinwedel. Diese Ubereinstim-
mung ist jedoch zufillig, denn tatsachlich sind die
Modelle etwas verschieden. Das Jensen-Steinwedel-
Modell beriicksichtigt die Korrelationsbindung der
Nukleonen, es setzt ndmlich eine spezielle Kollek-
tivbewegung des Kernes unter Wirkung des adule-
ren Feldes voraus (Anderung des Dichteverhalt-
nisses von Protonen zu Nukleonen unter Konstant-
haltung der Gesamtdichte). Wir benutzen anderer-
seits das Modell der unabhéngigen Teilchen, in dem
sich bei der Anregung durch ein y-Quant nur die
kinetische Energie eines Teilchens &ndert; das
Modell enthalt keine Korrelationsenergie. Anderer-
seits sind die Modelle dhnlich in der Hinsicht,
daB Jensen-Steinwedel starre Wiande benutzen,
was unserem unendlich tiefen Topf entspricht.

Wir kénnen aber den Beitrag der Korrelations-
energie (Effekt 2. Ordnung) in unserem Modell auch
in einfacher Weise abschitzen. Zu diesem Zweck
schreiben wir die Korrelationsenergie fiir den Grund-
zustand wie folgt:

; [ Ho 12 | H oy |*
2) __ 01 0k ~
Bp =525+ ). T F, (56a)
und fiir den ersten angeregten Zustand:
; | Hy 12 | Hy; |2
(2) 01 1k =
BY = "5 +Zﬂ] F g (56D)

Es ist dann klar, dafB3 der erste Term GI. (56a) eine
negative Korrektion zum Grundzustand, der erste
Term Gl. (56 b) eine positive Korrektion zum ersten
angeregten Zustand liefert; man darf wohl anneh-
men, daBl die héheren Terme weniger zur Korrela-
tionsenergie beitragen (vgl. S. 518). Die Beriicksich-
tigung der Korrelationsenergie fiihrt also zu einer
Vergroferung der Energiedifferenz zwischen Grund-
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zustand und erstem angeregten Zustand. Die Grole
dieser Verschiebung héangt natiirlich von H;; ab und
damit vom Ansatz fiir die Kernkrifte. Um ganz
konsequent in unserem Modell (Teil I) zu bleiben,
miite man die Wechselwirkung mit der Oberfliche
fir H,, einsetzen. Die Korrelationsenergie fiihrt
also zu einer Erh6hung der Resonanzfrequenzen in
unserem Modell.

Die im Jensen-Steinwedel-Modell benutzte Korre-
lationsbindung entspricht, wie oben erwihnt, nicht
der gesamten Korrelation. Die Annahme dieser
Autoren, daf bei der Proton-Neutron-Bewegung die
Dichte konstant bleibt, beschrinkt die Kollektiv-
bewegung wesentlich.

Die Berechnung der Resonanzfrequenzen, welche
bekanntlich durch die riicktreibenden Krifte be-
stimmt sind, folgt bei Jensen und Steinwedel ein-

|k 1 £,
fach aus o ~ | =2 | wo &, der Asym-

/T TR | M
metrieterm ist, der in der Weizséicker-Bethe-Formel
fiir die Bindungsenergie steht:

N—Z\2
e=—¢& + & ' -+

Jensen und Steinwedel benutzen den empirischen
Wert fiir ¢, ~ 20 MeV, erhalten aber trotzdem etwas
zu kleine Resonanzfrequenzen, was vielleicht auf
ihre Beschrinkung auf konstante Dichte zuriickzu-
fiihren ist.

Im Modell der unabhingigen Teilchen wiirde an-
dererseits der entsprechende Wert fiir ¢, direkt aus
der Entwicklung fiir die kinetische Energie eines
Fermi-Gases

3 5 (N—Z\2
Sz’geumx l‘f"(T =1

folgen: denn hier kénnte die potentielle Energie nur
zu dem Term ¢; beitragen, und die Korrelations-
energie fehlt vollig.

Wir sehen, daBl ein Fermi-Gas (Modell der unab-
héngigen Teilchen) ohne Korrelationsenergie einen
Wert fiir e, &~ 8 MeV liefert. Der empirische Wert ist
e, ~ 20 MeV, was den starken Einflul des poten-
tiellen Teils der Korrelationsenergie deutlich macht.
Wir folgern also, daf} die Beriicksichtigung der Kor-

relationsenergie die Resonanzfrequenzen um einen
20

(56.¢)

(56d)

Faktor der ungefihren Grole V ~ 1.6 erhohen
wiirde. Der Einflul} der oben angeschriebenen Glie-
der 2. Ordnung ist also ziemlich grof}, wie schon

frither von Euler?* bemerkt worden ist.

2 1. Buler, Z. Physik 105, 533 [1937].
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Unter Hinzunahme eines Faktors ~ 1,3 bis 1,6
wiirden die theoretischen Werte von Gl. (53) die
beobachteten Resonanzfrequenzen sehr gut dar-
stellen.

Dieses Ergebnis fiir die Resonanzfrequenzen ist
ohne Faktor in Abb. 1 u. 2 im Vergleich mit experi-
mentellen Werten aufgetragen.

J
pEN
Wr
@@ | \'9\ o
7 — L

0 Bas Il ) () 1 I
BeCFMg# (uin80  Ag720 760 Ta 200

(9)(19)

(12) (26) {5‘7()6"/) (107) A —bﬂﬂ)

Abb. 1. Relativwerte der Resonanzfrequenzen (hw,) fiir

(7. n) gegen Massenzahl 4 bezogen auf Ta'®! (experi-
mentelle Werte 0).
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Abb. 2. Absolutwerte der Resonanzfrequenzen (ko)
in MeV fur (y, n) gegen Massenzahl A4 aufgetragen (ex-
perimentelle Werte o), R = 1,42 - 10-13 A%, vgl. Gln.
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Wir sehen jetzt, daf} in der hier benutzten asymp-
totischen Néherung alle Nenner gleich sind, weiter,
dall die Summation iiber [ sich einfach auf eine
Summe iiber die Zihler reduziert. Uber die Abwei-
chung von diesem Sachverhalt bei genauerer Rech-
nung wird spiter gesprochen werden.

Nach GI. (46) hat der Zihler folgende Form:
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Wenn man fiir die ersten angeregten Zustinde

N’ = Nax + 1% setzt, werden die Gln. (43) u. (44):
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Also wird die Summe Gl. (57)
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und fiir die Summe iiber ! erhalten wir
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wo N (l)pax die Werte N, N —1, N — 2, ... an-
nimmt wie in Gl. (51), so dall die Summation so-
fort Z/2 ergibt.

Mit N = Z = A/2 erhalten wir fiir den Gesamt-
absorptionsquerschnitt
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worin w, durch Gl. (54) gegeben und /" in Teil I be-
rechnet worden ist.

Wir erhalten also fiir die Summe im asymptoti-
schen Falle eine Resonanzkurve. Diese Kurve Gl.
(62) stimmt sehr gut iiberein (auch numerisch) mit
dem von Jensen und Steinwedel angegebenen Ab-
sorptionsquerschnitt. Der Vergleich des hieraus fol-
genden integrierten Querschnitts mit dem auf Grund
der Summensitze gewonnenen zeigt, daBl in den
Koeffizienten in Gl. (62) ein Faktor 2 fehlt. Das
liegt hier sicher an der Ungenauigkeit der asympto-
tischen Néherung, bei Jensen und Steinwedel ver-
mutlich an einem Rechenfehler.

Die obigen Resultate wurden mit Hilfe der asymp-
totischen Darstellung der Energieniveaus erhalten.
Diese Darstellung weicht aber (auch schon bei gro-
Ben Kernen) von den wirklichen Lagen der héheren
Niveaus etwas, von den niedrigeren Niveaus vor
allem bei groflem [ sogar stark ab. Dieser Sachver-
halt ist in Abb. 3 dargestellt. Die Energieniveaus
fiir Protonen sind hier exakt (ausgezogen) und
asymptotisch (gestrichelt) eingezeichnet. Auf der
Abszisse ist die Drehimpulsquantenzahl I und auf
der Ordinate die Energie aufgetragen. Die Zahlen
am rechten Rande der Figur bedeuten die Anzahlen
der Protonen, die die Niveaus bis zu dem betreffen-
den N fortsetzen.

Es ist ein Kern mit Z = 70, A ~ 140 angenom-
men. Die dicken Striche bedeuten die besetzten Ni-
veaus. Je nach dem Wert von [ sind die asymptoti-
schen Niveaus bis zu £ ~ 21 —30 MeV, die exakten
Niveaus bis zu E ~ 23—30 MeV besetzt. Die héch-
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sten besetzten Niveaus liegen oberhalb der norma-
len Fermi-Grenzenergie (~ 24 MeV), die sich bei
Rechnung mit ebenen Wellen ergeben wiirde.

Der Unterschied in den Ubergingen fiir die
asymptotischen und die exakten Niveaus ist eben-
falls dargestellt, jedoch nur fiir die ersten angereg-
ten Zustédnde. Die Differenz zwischen den exakten
und den asymptotischen Niveaus nimmt bei gro-
Ben [ stark mit [ zu. Die eingezeichneten Ubergéinge
lassen einen Vergleich zu zwischen der Energiediffe-
renz zweier exakter Niveaus und derjenigen der ent-
sprechenden asymptotischen Niveaus. Fiir den hier
dargestellten Kern sieht man, daB die Uberginge
exakt — exakt von den Ubergingen asympt. -
asympt. abweichen (< -+ 3 MeV). Die Abweichun-
gen liegen jedoch so, daf} die exakten Energiedifte-
renzen in manchen Fillen groBer (I - ! — 1), in an-
deren Fillen kleiner (I — I 4 1) als die entsprechen-
den asymptotischen Energiedifferenzen sind. Wir
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Abb. 3. Abhingigkeit der Energie (in MeV) der Ener-
gieniveaus vom Drehimpuls 1 fiir einen unendlich tie-
fen Topf mit Kernradius R = 1,510 4%. (E.
Jahnke u. F. Emde, Funktionentafeln II, S. 152,
1938). —— — asymptotische Niveaus N = n + (I/2),
exakte Niveaus N = kR|n, Ji1+ 1, (kR) = 0,
besetzte Niveaus.

werden deshalb erwarten, da3 die Mittelwerte durch
unsere asymptotische Naherung gut dargestellt
sind. Das Einsetzen der exakten Niveaus wird dann
hauptséchlich zu einer effektiven Verbreiterung der
gesamten Resonanzkurve fiihren.

Wir sehen auch, dal zwar die absoluten Lagen der
asymptotischen Niveaus von denen der exakten ab-
weichen, aber die relative Lage der asymptotischen



522 ’ A. SPERNOL UND K. WIRTZ

Niveaus zueinander von der der exakten wenig ab-
weicht. Die Spin-Bahn-Kopplung wiirde unsere Er-
gebnisse auch nicht wesentlich dndern, da nur Uber-
ginge Spin parallel - Spin parallel bzw. antiparal-
lel - antiparallel vorkommen. Die Beriicksichti-
gung der Spin-Bahn-Kopplung verlangt, dal man
einen Topf endlicher Tiefe benutzt. Die Energiedif-
ferenzen bei solchen Ubergingen sind daher nicht
wesentlich verschieden von den entsprechenden
Ubergingen ohne Spin-Bahn-Kopplung.

Wir sehen also, daf3 das Modell der unabhéngigen
Teilchen mit einem unendlich tiefen Topf (fiir asymp-
totisch groB3e Kerne) Resultate gibt, die ziemlich gut

mit dem phanomenologischen Fliissigkeitsmodell
ohne spezielle Annahmen {iibereinstimmen. Also ist
die Interpretation der (y, n)-Prozesse als Resonanz-
vorgang in sehr gutem Einklang mit unserer Rech-
nung. Dazu haben wir bereits in Teil I erklart, wie
in diesem Modell die Wechselwirkung durch die
Oberflichenschwingungen iibertragen und die y-
Energie auf alle Freiheitsgrade verteilt wird, also
wie die Dampfung dieser Prozesse zustande kommt.

Ich danke Herrn Prof. W. Heisenberg fiur freund-
liche Aufnahme in seinem Institut sowie fiir wertvolle
Ratschliage und viele interessante Diskussionen.

Zur Mikroreibung in Flissigkeiten

Von A. SPERNOL und K. WirTz

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 8a, 522—532 [1953]; eingegangen am 25. Juni 1953)

Clemens Schaefer zum 75. Geburtstag gewidmet

Die Experimente zeigen fiir Teilchen von Molekiildimensionen Abweichungen von den
Stokesschen Reibungsgesetzen. Sie kénnen zwei Ursachen haben. Entweder werden die
Stokesschen Gesetze durch die Struktur der Flissigkeit modifiziert, die Reibung bleibt
aber durch die Viskositiatskonstante und geometrische Daten allein bestimmt, oder es
kommen Bewegungsmechanismen ins Spiel, die nichts mit dem viskosen Prozef zu tun
haben. Beide Einfliisse konnen empirisch durch einen ,,Mikroreibungsfaktor‘‘ beriicksich-
tigt werden, mit dem das Stokessche Gesetz zu erweitern ist. Fiir groe Radien muf} er
den Wert 1 annehmen. Fiir kleine Radien kann aus dem experimentellen Material fur
Translations- und Rotationsbewegungen der empirische Wert des Mikroreibungsfaktors
in Abhingigkeit vom Radienverhaltnis r/r;, des Gelosten und des Losungsmittels be-
stimmt werden. Fiir neutrale kugelférmige Molekiile findet man fir r/r,, = 1 aus Diftu-
sionsmessungen den Mikroreibungsfaktor der Translation fy ~ 0,6, aus der Dipolorien-
tierung den der Rotation fr ~ 0,1 bis 0,2. Beide zeigen erwartungsgemafl einen Anstieg

mit wachsendem Radienverhiltnis.

1. Formulierung des Problems

ithrt eine starre Kugel mit dem Radius 7 in einer

homogenen inkompressiblen Fliissigkeit mit der
Viskositét 7 unter dem Einflu der Kraft K eine
Translationsbewegung mit der Geschwindigkeit v
aus, so besteht nach Stokes zwischen der Rei-
bungskonstanten g, der Translation und 7 die Be-
ziehung

K

— =gy =6ayr. (1)

v

Rotiert die Kugel unter dem Einflu} eines Dreh-
moments M mit der Winkelgeschwindigkeit ¢, so
gilt entsprechend fiir die Reibungskonstante g, der
Rotation

=g, = 8xanyrs. (2)

Diese beiden Stokesschen Gleichungen, die fiir
groBe Kugeln abgeleitet sind, gelten erfahrungs-
gemil groBenordnungsméaBig auch noch fiir Teil-
chen von molekularen Dimensionen. In diesem Fall
erhdlt man die Reibungskonstanten z. B. aus der
Diffusionskonstanten D, der ITonenbeweglichkeit u,
oder, im Falle der Rotation, aus der Relaxations-
zeit T der Orientierung:

kT zel
Qt:—ﬁ—’gt:T’Qr:2kTT‘ (3)

Die bekannten GesetzmiBigkeiten vom Typus
D-n = const -7, w7 = const und ahnliche stellen
Bestatigungen der Stokesschen Auffassung fiir Mole-
kiile dar. Sie zeigen folgendes: a) Der viskose Be-
wegungsprozel3, der den Stokesschen Gleichungen
zugrunde liegt, wirkt auch im molekularen Bereich,



